Taerirle  Scmipamlui  de
CREATIVITATE MATEMATICA
Vol B{1998-1999), 5704

FOLOSIREA MONOTONIEI LA REZOLVAREA UNOR ECUATII
EXPONENTIALE $I LOGARITMICE,

Middlina BERINDE

Wom Irala in cele co umeaza doud tipuri generale de ecuafii exponentiale,
respectiv logantmice printre ale cdror carun particulare se numard multe probleme
propuse la concursuri sau in reviste de matematicd. In primul réind . sunt ecuatiile de

1 |
forma a*+b “=a®*+b*  unde ah=(l,=) 5 we(0=) fiate. in al doilea rénd,

vom aborda ceuaiile de forma  Tog (1+,5)-log,x | unde abe(l=} . Tn rezolvarca

celor doud tipuri de ecuatii, 5i deci a clasclor de probleme derivate, se foloscgte
proprietaies de monotorie a unor funclii definite ca si compuneri de functii
polinomiale, exponentiale si logartmice.

5¢ demonstreazd simphu, folosind definifia injectivitif (respectiv a monotomied) |
ch urmitoarea afirmatie are loc:

Propozifia 1. Fie AR (A CR) o functie injectivd sau monotond, tar acF

constantd. Dacd x_cA esle o solufie a ecuaifel fx)=a | atunci x, exte unica solugie.

Vom trece acum la rezolvarea celor doud tipuri de ecusfii precizate mai sus,

I 1
L. Ecuatii de forma: a*=h*=a®+h*® oo abe(l=) 51 ge(l,=) .

Pentru rezolvarea acestul fip de ecuap vom considera functia f(0,«)-% |

flxy=a®+h ¥ . céreia vom incerca s8-i determinam intervalele de monotome st apol
vomn aplica rezultatul mentionat in Propozitia 1. In caznl de fagd constanla cu care

1
cgaldam valoarea funcpel in punctil s va fi a® -5 % |
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O¥bservim, mail intai, o nu are nici un scns 38 considerdm functia § pe

1
intervalul (-0} , deoarcce in acest caz ecoafla fAx)=a®4+ 5" nu are solufi,

Tntr-adevir, din

a1 A1 a®=1 l

4 - o deci a®+b %32

oL B
ax1 b=l 1 i
" Jdect a”+b

TEE Db

rerultd cf pentrn X (o, 0 oo puem avea a ¥ +0 * - a«+h = ;
Vom introduce acum o notatie ce va simplhifics foarte mult demonstratia
noastrdl, Fie asadar ¢ = /Tog_ 5.

Domeninl de definitie al Tui /va fi astfel imparpit in doud inlervale distin-
cte, (0,c) si [c,@). Pe fiecare din aceste infervale vom studia monotoma i f.

1", Intervalul {0, c)

Consideram x, x.e{0,¢) , x <x, g ardtim cd fix,)=f(x) .

Incealaten de demonstrat se poate scne echivalent.

1 1 1 i 1 My =y

ﬂx"-n"}:‘ g% = e g™ g™ f:; -b;'}ﬂwa”‘(i—a"';’} +h ‘a['f_, 1% ~1)=.

Avem ¢ 0<x +¢,0<x <c , deunde prin inmulfire obfinem x, x; < ¢ T

Cum, prin notafis, &= 1||.'imng1 b, inseamnd ch

2 R B
r x,< log b, adicd }u_r—-ﬂﬂgﬁa .
i

1 1

Din ipoterd avem ci b=l deci b 55k BT 0 Tng

“tim cd a1 b=, x>0, respectiv x, -x >0 51 pnn pdicare ba pulerea
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& megalitélii de mai =us obtinem

(1) boza" deunde 5% g™=0
din care apoi, prin ridicarea la puterea X, ~X; , obfinem

i K
(2} h R g
Folosind relafia (2) in incgalitatea de demonstrat vom obfine o incgalitale
ma “strinsd ™
1 2 1

@1 -a™ ) b 5B T 1y=aM(] g™ e gy
Tindnd seama de ipotezd si de relajia {1} remlts ci
|
f@™ -1k —g™y =0,
coea ce, in virtutea inegalitiyii de mai sus, aratd cf gt inepmlitates inifald este
adeviirata si prin wrmare, feste sirict descrescitoars pe intervatul  ({) ).

2% Intervalul je,=)
Analog demonstratie anterioare, vom considera dong puncie

Xy E [e0=) . & <x; §ivom arita i fx,) <fix,)

1 By
Tnegalitatea de demonstrat va fi acum a™(1-a™ ™" - p =(h = 130,

Din O<e¢sx O<czx, abfinem prin inmulfre ¢® 2 x %, Devarece egalitatea

ar avea loc pentru x, = x, = ¢ i din ipotezd ¥vxy  remulticd cfax x,

|
de unde (asemanitor puncouiui 1% obfinemed bM< g

Devarece a=1, h=1, X, >0, respectiv x, - x, =0, prin ridicare 1a
puterea x, & inegalitdfii de mai sus ohiinem

1 1
e

{3) A ag™ deunde hH% g™



Y

din care, win ridicarea la puterea ., -r, , objinem

ur W |

() b AR s g s

Folosind acum relapia {4) in inegalitatea de demonstrat, vom obfine din
nou o inepahitale ma “strinsd” decil aceasta:

R

27 (1-a™ M) b % (b 5 -1y <a(1-a" )~ b a1 1)

1
sicum, de aceastd datd avemn (a7 T -1 P -aT) <0,
mepalitate evident adevarata, finind seama de ipoteza 5i de relatia (3), rezultd
ci si inegalitatea inifiald arc loc, prin urmare functia feste stiict cresciloare pe
mtervalol [o,=).
Am demonsorat asedar cd funcha consideraté este stnot descrescitoars pe
(0, &) 51 strict crescitoare pe [c,o).
1

Mie rdmdine i ghsim cite o solufie a ecuafei fx)=a® +he pe fiecare

mierval, solutie care, conform Propozified 1, va B unmici pe nlervalul respectiv.
I

Seobserviugorcd x'- o cste o solufie a ecuatici a*+h £ =a®+h

De asemenea se ohservd (mal pufin ugor jed i x A log & esie o solufie a
ot

1

1 [ | 1
— bz, 6 —log, b =L iy
, deoarece o ® +h bR pE T e e

L
ecuafici 4 +b T -a® b

a

Faccm acum urmdloarea precizare: o §i & log, & nu sunt niciodatd de aceeagi
L]

parte a lui ¢ pe axa reald deoarece:

(1" -rzr—{l'h:';l—r:r.c'r.-ré.:_-—lug‘,b'-—luhb >—]ﬂgu&-=-%c' ——log b=c>ua

o

eyl 1 El b ]I L t] b P .2 ll Faghiy
= -I"'I'-l'-‘l-l'lII}li'—' g 0o o — oz iy 4] - L}E: A iy
el [ ¢ o Ee s . it o C [+



&1l
Wom avea asifel doud situari
a) ee(0,c) clnd
L

1
x'=n este riddcini a ecILafie] atihF=g®ip = pe intervalul (0, ¢) jar

3 1 fog, & este raddcing a ecuatiel pe intervalul [c,=) ;
b}

b) eefc,=) cind
x' w este o radicind a ecuafiei pe intervalul [2,=) iar

v

"=

1 log b este ridicing a ecuatiel pe intervalul {0, ¢).
o

Finénd seama de Propozitia 1, fiecare din ridécinile precizate mai sus este
unica jie micrvalul respectiv. Prin wrmare, am demonsirat:

1 |
Propozitia 2. Feuatig a®<b*=a®+b® ande a b=1, a=0,

admite pe 5 doud solutii reale, I, =&, FESpECIY Jrcf- ]— log b,
o

Observatie. In cazul in care g - 1II.'ij:ig” b, ecualiz va avea o singurd solutie
5l anume x, = II,-'i::-fgwfs- 5

Exemplul L. Fie a>1,5>1,c= flog B . 54 se arate ¢4 functia

[
fle.=-R, Ax)=a®+h* este smict crescitoare

5l apoi 54 se rezolve ecuatia x4+ 167% - 1% {x=0, x=1) .
{[3]. Wr. 4/1995, Problema C: 1665, V. Nicula)

Solutie. Pentru rezolvare, vom rescric ecuatia dati sub forma
2L 16"%7 22016 si vom face notafie @=2, b=16, x'=log,x a=1.

Cu acesten, eciafia se seric 27 =B =4° b *  [unde evident a bzl az0 )



2

Aplicdnd acum rezultatul mentional in Propoafia 2, pe mtervalul  (0,=) .
voin obfine solufiile
x'=1, de whgex=2, §irespectiv J:"=._-'E_gub, adicd £'-4, de wnde x- 16
Exemplul 2. 53 se rezolve in B ecuatia 2% + 2% -12,
(15], M. B/199 pag 369, Marcel Chiriga)

1
Exemiplul 3. Rezolvati in B ecuapia a5 * - g1b, unde a,be(l, =)

([2]. pag. 56, Dan Fopescu)
|
Exemplol 4. 54 se rezolve in B ecuafia 37 +47 =11

{[5], Nr. 2/1998, Pr. C:2011, Cristingl Muortici)
CHoservagie. Ln mare numdr de probleme propuse la diverse coneursun se

ncadreas intr-un car particular al ecuatiel de mai sus, 51 anume cénd g— &, couatia
fiind In acest caz

gt ¥ =g®ea® oy oa=l,e=i

i |
Exemplul 5. 53 se rezolve In B ecuatiile ; a) $°+9% =8, b) % +5* =84,

{[5]. Wr. 6/1992_ pag. 218, Gh. Andrei s C-lin Caragea)

Solutie. a) Considerfind a-¥ 51 &=, se obfine mediat solufia x, =x. =1
b} Considerind acum a=% si a=2, sc ob{in solufiile x =2, x, =1/2
i
Exemplul 6, 33 s¢ rezolve In B ecuafia 4°+4% =18 |

{([1], pag. 37, Pr. 169, Gh. Andrei gi C-tin Caragea)
!
Exemplul 7. 5 se rezolve in B ecuagia ¥°+8" =514 .

Observatie. inlocuind & cu A% in ecuafia tratati in aceastd lucrare, se obfine

cuana El"’*’lf'l':=l'J“*J'Jk abordata in {4] cu alie mifloace ¢ echivalentd cu ced

trataid de not, ecuajie ce apare 51 in problema 24085, G.M. 37 1999, seinnath de
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acelass autor.
1L Ecuatii de forma log, (F+/x)=log,x ,cu a.b>1, h<g®
fentru a puten aplica remltatul Propoziiei | in caml aceste] SCUAfii, vom

considera urmitoarca funciie (Sugerata de reanbvarca unii caz particular ce urmeaza
a [i menjionat):

s | gt
FR-E, ,l'{r]l'-:[é] +[—‘I'Ilﬂ—3-f unde @ §i f sunt cele din ecuatia de mai sus si, prin
notafie ¢=log, x  Daci t=log, x.  insearnméicd x=b°  deci ¥=h? *)
D scuapa inifiald vom aves log (1 —,,-'E] £, adicd gt =11 .,-’Fr
i
Folosind (*) , putem scrie mai departe a"=145 7 | de unde prin imparfire cu o

N A ;
obyinem: i ""—] =1 ,adicd fAr=1, ¥r=k, unde F=log e (b1, =0
” E

|
5

1
a

Cum a=1, b>1, b=a® inseamns ci Lz 1, ¥b <1, deci feste descrescitoare
£ Lt
(ca sumd de funclii expenentiale cu baza mai mica decét 1),
Prin urmare, conform Propozitici 1, ecuatia log,(1+/¥)=log,x va avea
intoldeauna solupie reald unicd. Analog se raleazi ecuatia mai gencrald

log, (1+3x) < log,x ,en a.bh>1.6<a” ncH, n>2 .
U caz particular mai interesant se objine pentru b=g+1 gin-2.

Ecuatia va 6 in acest caz: log, (| Wx)=log  x, cu a=1,acR .
Dénd valori lui &, obfinem o infinitate de ecuati cu solutie unici.
Exemplul 8. 5a se rezolve ecuatia:  log, (1+/x) =log, x.

{Obmpiada judegeand Maramures, 1987)
Solugie. Analog modului In care am rerolvat cocuatia in general, notim



i

" i W
. S 53 ; :
r=log, e $i vom objine [%r +{‘_J—3-| =1 , ecuafie cu solufia unicd (-2, de unde
: L f

x=£
Exemplul 9. 54 se rezolve ecuatia log(1-y%) - log, © .

Solulie. Ludm a-2 gi se obfine solutia unics x—4.
Lisfm cititorului placerca de a pisi §i alte ecuafii ce s¢ incadreazs in acest tip.,
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USING THE MONOTONICITY IN SOLVING SOME EXPONENTIAL AND
LOMZARTTHMIC EOQUATIONS

Abstract. In this paper two classes of exponcntial and logarithmic
equations, respeclively, are solved by means of the monotonicity of the mvelved
Tumetions :

1
l.:‘ ﬁ'rHﬁ?:Un-h“ ,Wﬂﬁl’t ﬂ',"—'cﬂqm} and a;.g;

2 log r]+‘l.’ﬁ=]u X where a be(l =), a<h®™ neM, n:z2
o Ey
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