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CATEVA PROPRIETATI ALE UNEI FUNCTII
EXPRIMATA PRINTR-O INTEGRALA DEFINITA

Vasile BERINDF.

subiectul Il propus la Concursul pentru ociparca posturilor didactice vacante
i invigiméntul preuniversitar din 16 julie 1999 (puofesorn T), a st armitong enung:
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a) Aralafi ci fadmite o primilivi pard pe E;
by Demonstrati ca girul { fin))

mzl

eSS Comvergont,

¢) Determinagi punctele de extrem ale lui f 51 arfitagi ca

2
| fx) ] s E pentrne ance re® ;

N
d) Verificali ¢d | j(x)-f(¥)| <9 x-pj, pentruorice x,ye{-1,1].

Avind in vedere faptul ca problema a pus in dificultate pec marca majoritate a

candidatilor, in nota de 313 vom da o reeolvare completi a acesteia, vom indica cteva

generalizan ale ei gi vom evidengia si altc proprietigi interesante ale funcgiei [ din

enurtiul probleme,

1

Vit =i+l

este confinud pe R gi deci admite primitive pe B si este integrabild pe orice interval
mdrpinit din B,
Fie G o primitivi a sa. Alunci, aphicind formula Leibnite-Newton chiinem:

flx)=G(2x)-G(x), xR (*)

Rezolvarea proMemei P1. a) Funcpa g:B-E, g{1) . fER,

si cum G este continud pe B (G este chiar derivabili, co G'(x) - g(x) pe R),
deducem ci gi feste continud pe ® o dect admite primitive pe B Ficdnd schimbares



£t

de variabile 7= -n . rerolid cd

v in

i =x) = j‘gmdn - felu)du = -f(x),

care arath ¢ feste o funcpe impari.
Functia /nu poate avea primitive mpare céci daca F ar fi o astfel de primitiva, adica
AT &vel

Fl-%)= -F(x) (1)
atunei, prin derivare in (1) ar rezulta ci Fesle para, cicl
~FCaxY = Kl EY e f(x) =z
Agadar, dacd F cste o primitivid a lui f, stunci F nu poate fi impara, Fie F, o primitivi
oarecare a lui £ Adunel funciia F dati prin

F(x)= 2 [F,(x) < F (~x)], xeR ()

esle o primitiva pard 4 b fodci, din (20 rezulla

Fix) - %EF,’T;} Ei —.r}]=%[ FTx) (- x)] =74

i F-x)=Fix). Dwfapt, toate primitivele unei functii imparc sunt funeyii pare.
Intr-adevir, daci F este o primitivi pard, atunci orice alfd primitvd a lui 7 este de
forta & - FooO (L = const) , care este ntotdeauna o funcie pars.

) Thn inebitiple cvidente
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rezulti ci _I Z I .-_%1 vrel

!'] |'|'E"1_r2+'| i

g1 atunci, pentru ofice x>0, integrala este monotond pe intervalul [x,2x], adici
ix ir

A di) < (= (2

1)

din care obtinem, pentru orice >0 |
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arcig 2k - nrug:.s:"r::}_,—l i3]
ik o

Trecem la limitd in inegalitates precedentd s1 cum

lim arcig x = lim arctg 2x = =
pt] PR E
folosmd criteriul clesteiui, rexe
lim f(x) =0 )

=

Tn particular, pentru x - me ™ | obfinem Tim f{a) =0, deci girul {f'{nj]“; este

CORMVErgent.
Observatii. 1) De remarcat ¢l avem si
lim f(x)=0, (&)
= e

numai ¢ monotonts integralel va fi valabilid pe intervalul [2x, ], introcét in acest caz
x=<b g, in loc de (2) vom aves
podi g di
f— 5 f

1,
i l ..',4.”;

adici
arcigx -archg 2x = —f(x) = 1 1
xox
care condince la incgalitatea
Lﬂf{xj < argfy Jx - arcig x {3
2r
Inegalirares (37) 32 putea ob(ine si direct din (3), pundnd x: = -x g folosind faptul
cd fesle impard,
2) Putem caleula bim f{n)  cu apotonl teoremei de medie pentru

-

inteprala defimitd. Deoarece g este confinua, J ¢ £ [r,2n] astfel incat



fim

fin)= Irg.[z]d! ~glc ) (2n-n)

51 atunci este nevoie s demonstrim cd
limrgic,)=0 (%)

Intr-udevir, decarece »'(¢3=0, % >0, remli i g esie strict descrescitoare

pe (0w, adich g(2n)zp(fh=gin), pentfuonice fcm,2n],n=1_ Din
inegalitatea precedentd deducem ci

H

sn-gic,) s e it gy T
Wny 20y Yt en? 1

chn eare rezultd, recind ba hmotd 5 folosnd entenol clegteln, toemar relapia cemutd (5).
3) Se poate arita ci il { fin}), | este convergent, Fird a-i
calcula hmmita.
In primul rand, decarcce g{r}=0, ¥ rc X | rezultd pe baza monotonied
integralei, ci
fint= Jf gi{tidt 20, YTrel.
M

Pe de alti parfe, cu schombarea ¢ =xu  in integrala care defineyle funetia f, vom
obfing

,-'F[f]'=j||i Xdu

Do - xu

51 flumen
fln+1)-finy=[[h, (1) -k (0] dr, (6)

undde arn ngtal
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I . B

W+ xiF+1
Prin aducere 1a acelagi numitor gi rationalizarea numéaritorului obginem ci

b () - (ry= 22 D el s D) 1 g e 107
A

cu A=0 . deunde reslta ¢i, pentmu orice 1o fn,n+1], avem
hﬂ" {-r.:l i '|!1.l1 i-'rl:l < f_l

care, pe baza relapiei (6), aratd ci giml ( f(n))} estc un sir descrescitor. Cum

termenii sai sunt poestivi, deducem ci sinl este convergent.
Trecemn acum la rezobvarea punemlui ¢ al problemei.
L¥in relajia {*) rezultd ci feste dervabild si

Fy=1G(20) - [Gx)] = 26G°(2x) -G (x)=2g (2x) g(x)  (T)
ceeqn ce ne di, dupd efectuarea calculelor, cd
sgn ' (x) = sgn (1 -2x%)
Folosind relaguile (4) 51 (47) obfinem tablon] de variagie

J" ey = : L -
1..'5 1.,"5
.iﬂtx]' """"" o 4+ 4 ¥ 4+ + + | R
..ir{..x.] l::l H‘H " _.--?l M h“ U
: A SRR . :
in care m=f| —— F —_}=—M {/ este impard!).
. \'"i W '-"2.

P¢ baza teoremel de medie, pentru onice x » {0, obginem ci



flz)=—F . unde te[x, 2x]
I'II'r: r.l'f +1

care ne arald, pede o parte, cd fix)+ 0, ¥ xe BT, jar, pe de alid pare, ci

gan f{x) =sgm x

gt deci, penfruorice xe B avem

Ffilx) = M (&)
i
. ” -lr'E
M:_f[ L”J = T s,
VI 3
.

g1 gum =it} este descrescitoare, deducem ci

gm.;fﬂ; £ :
.'.llqu"'!?i] 3 | ',,II'.-'.::I #-IFT"- :

megahtate care prin integrare ne i

o e | i ]

Mafl L= f geoare L —]
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ceea ce, pe baza relagien (8), demonstreaz inegalitatea din enunt,
d} Avind In vedere fapiul i sabsface condipiile teoremed hii Lagrange pe orice

inerval [x v]= B, avem

ackca

Ax)y-F)=r1ey{x-1), ecdx )
de nnds
FEY =) | =8 fle) |- |x-p], x,yeR, celr,p) (9



7
Dim (7) rezalt ci
| F{e)| =128(2c) -g(e) ] < | 28(2c) | + | g} | =28(2¢) + g(c),

chod g este pomtivd. Decarece g <1, vre B, din relapa precedentd objinem
il
| Fie)| <3
care impreund cu (9} demonstreazd conditia Lipschitz
| A(x) - (p) | 53 |x-p|,
sl o tare doclt cea cerutd de problem gi care in plus, este adeviirati pentru arige
x. ¥k (g nu doar pentru x,y din intervalul [-1.1]).
Problema este acum complet rezodvati,

Observagii. 1) Recomandim atitorului =i abordeze singur prohlemete de
acelas) tip care se objin definind funcgia prin:

[+l

P, fix)= '

dt , xe®K, keN"
kx 1.I'Irl1":2+1

1

P3. e T ARn i e
',ll: Wit vart+l

g, xeR,ae(0,2);

{kalx

Pd, f(x)- '

—dt , xcR, kcN" ae(0,2).
ke T rart 4l

2) Recomandim de asemenea cititorului 53 abordeze si ale Aspects
legate de problema P1 (preluate din enungul problemei 6, pag. 167 din [4), autor Dan
Radu) sau din enuntul problemei 176, pag 267 din [2]);

e} 54 se calculeze {media Cesaro a funcei f):

limljr;'n}m; (1)
gom X A

1) Aratati cd feste derivabild si aflap 7'
) Demonstragi ci restrictitle £ -= - 1/2) = (- M 0



T2

£o(-1T, 103 - (=M A ;’;:t—l.-'-,-'f;': =)= (0A)  ale lui £ sunt hijective 5

inj,-crscin:_]ar sunt derivabile. Indicim pe scurt modul de rezolvare al cennlelor epg)
prima cenngd preluats din [4], a doua din [2] jar ceringa g) propusi de autorul acéza!i:f
note.

e} Pentru a objine (14), vom integra dubla inegalitate (3 pe mtervalul [0 x],

VT ardta of

] £
lim — Irlfﬂmfg At ~arcig ) de =0,

o )
LE}

tim L f 4 _ ]
T~ X : 2t
51 apol vom aplica criteriul clestelui.
I} Dervabilitatea rezultd din (%), cici funcgiile G si {x)=2x suntdenvabile,
MArvem

, 3
fix)= . — : . XeEE

V2P v (2xP +1 fxtexiel

£} Tabelul de varniatic intocmit ta rezolvarea punctului ¢ arati ci S 2y sunt

strict monatone, coea oo rezulti din graficul i 7, dat In figura aldturats

.\". - .'--
i

Pe de altd parte, feste continui pe B s cum orice fimefic continwd 51 strict motatona



pe un interval este inversabilii, prima parte este demonstrati.
Pentru ultima parte, folosim formuli (vezi |3], spre exemplu}

ScERe A ] ik
Y =——, unde p=fix},
Fix}
gifaphll i M(x) =0 = xe {—L —]_-} . cecca ce incheie rezolvares.
2 Va2
Rezumam, in incheicre, principalele proprietifi ale functier # din problemna Pl
{gi din P2, P2 @1 P4, enunjate de no in aceasts lucrare):
- feste derivabild pe B
- tnare primitrvele hui /sunt pare pe ;
- festc midrginits pe B;
- feste lipschitziana pe ¥, cu constanta Lipschitz 3 (sl prio urmare SJeste uniform
COnbnuA Y,
- fare media Cesaro epali cu zero;
- restrictiile 7,0 ale lui f sont bijective si inversele bor sunt derivahile

3) Urmanind rezalvarea problemes vom remarca desigur complexitatea
acesiein, dur mai ales nivelul siu de dificultate. Apreciem ¢i ca a fost nemiloass (ca
gi celelalte probleme propuse la acest concurs) si credem ca propundtorul acesteia a
wrrndrmt cel putin doud lucrar:

a) = le arate candhdagilor hscrgi la concurs i mai ao multe de invitat inainte de a
prritd dreptul 53-1 Invete pe algil matematics in calitate de fihlar:
b} s& ugureze munca celor care fac corectura.
Rezultatele din aceastd notd pot i formulate s1 in casul peneral al unei funcyii
R {n)
f:R~-E, defnild prn f(x)= J|r g(e)di, wde g h & h, au proprisiag
RS

COTESpUNFATOGare, MISIUME e care o l3sam in seama ciiitoralui
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REMARKS ON THE PROPERTIES OF A FUNCTION EXPRESSED
BY MEANS OF A DEFINITE INTEGRAL

Absiract, The paper is devoled o the solution of dhe problem P1
Let fiE-F begiven by ff.r}=f_.._,.]_

e Pt

ol .

a) Show that /does pozsess an even pnimitrve on B,
b) Prove that the sequenee | f{#n1 ], s convergent;

4
oY Finid the sxtreme values of ©and show that | fix) | 2 \J; . for each xeB!
7

d) Check that | fix)-fiyy =9 - [x-p|, foreach x yve[-1,1].
Al the same Gime, we point out that all primatives of Fore even and that the Lipschits constam
may be mmproved (o 3 instead of 9. The Lipachitr condition itaelf is valid foreach x p = R

and not emby for 2 p = [ <1,1]  as reguiied in the original problem.

We also show in this note thar the Césaro mean value of £ iz zero.
All these properacs are preserved when £1is of o mors genesal form, as given in P2,
P3 and P4,
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