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ASUPRA UNEI PROBLEME DE OLIMPIADA

Dana HEUBERGER, Nicolae MIUSTROILA

fo acest articol vom utiliza numerele complexe pentru a objine relaii
referiioars la distanjele de la vérfuri Ta principalele puncte remarcabile ale umui
triunghi oarecare:

H- ortocentrul;

G- centrul de grevtate;

E- centrul cercului Ini Euler,

Tdeea accstui articol ne-a fost datd de Probletna 0,841 din G M. 11947, al
Crul cnung este:

fie a b o aficele varfurior frisnphiufui  ABC asifel  med
E | ~a+h+c '8, Sdse arate c§ A ABC esie ofttis wnghic

A CUm Se poate constata usor, relagia dali in ipotezi este mmposibili: o s-a
ormis condifia e A AR este inseris in cercu) umtate, ori 0 greseald de tipar face
s lipseascd factorul R, raza cercului circumseris, din membrl drept. Tnir-adevir,

dacd de exemply A A8 esie echilateral cy g = 2. h=-1+if3,c=-1- i3,

atunci 3 | —a+h+c! =126, ceea ce contrazice enumnful
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In cele ce urmears, considerdm, in planul complex, un A AR al eirui
centre al cercului circumscris este originea planului
Notagule fiind cele cunoscute, amintim ca:

-afixul & al ortocentrului H cste h=a+bi¢;

- afixul g al centrului de greutate G este g=2 ': A

-afixnd e al centrului cercului ui Fuler E este e = f‘”;"m.

Vom demonstra urmétoarele:

Propoziia 1. Dacd abe s afivele vdrfurdor A ABC atunci

¥ la+h| < 3R

(Problema 23665, GM 1/1997)
Demonstrafie.

Y ok =}___‘ a+l+c - | =Z HO =2R{cisA ~cosB+oosC)x 3R |
cgalitatea avind loc pentrt triunghiul echilateral

Propovigia 2. Daca abc sunt afixele virfurilor A ABC i

¥ |bec-2¢|:9R ,atunci A ABC este echilateral

Demonstratie. ¥ (b+c-Ja| =3 | .Er+4:;—2._::!| 33| m—b_ﬂ'ﬂi =33 A
3 ]

gi devi inegalitaten din dpotezd devine ¥ G = 3R Este cunoscuti insi

inegalitatca E (74 < 3R? (cu egalitatea pentru triunphi echilateral). Aplicdnd
inegahtates Canchy-Buniakovska-Schwarz obginem:
(A1 +GB- 1+ GO 1P s (GAZ+GRI VGO c 9 R2

i deci pentru orice A ARC avem E (74 = 3R Tindnd cont de relafia din
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ipotezaobymemed . GA=3R §i 3 G42=3R? siinconsecingi A ARC este
echilateral.

2 z vk T
Propozitia 3, fn orice & apc | pq7 - RI+AB 'f‘: 8C>

Demonstratie.

hre-a b+c-a

EA*=|e -a|*=(e-ale-a)= s 5

_3R P < (be b - {ﬁE_-I ha) {ca+ca)
4

Dar B2 =(b-cy(B-c)=2R% - (Be + be), deci Fe vho=2R% - BOZ $i in mod

analog ba-ha - 2R - AFE sl ca-co 2RI ACE
Alymer

Fq? IR +2RI-RCH-(IR-ARY) - (2R -AC2)
&

gi deci
R: = AB? + 4% _ g2
4

E4*

2 2 L, el
Consecingi, fo orice A 45C | ¥ EA? 3R7+AB ;"ﬂ- B

Propozitia 4. In orice A ABC | ¥ p4?:ag?
Demonsiratie.

BRYAB AT B 5 12R7 = AR 4 AC RO 29R =
~=5in’4 « sin A +sin11'_"-='% =21 rcoxd cnsBeos(T) « : <= g cosB oo < %
Liltima relape find o inegalitate cunosculs, adevirati pentru orfce A ARC

{cu egaltate pentru triunghiul echilateral), rezultd cd 51 relapa din enung cste
adevirali.
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Consecinga 1. Fic A& ABC . Atnci:

Y EA®- 3R« A ABC este echilateral

Consecin(d 2. In orice A ABC are loc Z FAd = 3R, cuocgalitate pentra
i ghiul echilateral
Demonstratie.
Aplicind megalitatea Cauchy- Buniakovski-Schwarz, avem:
(EA-1+EB1-EC 1} < (EA® « ER* - FC?%)3 s 9R? sideci ), EA<3R

Propozifia 5. Dacdi a_b.c sunt afixele virfurilor A ABC | atunci

Z | ~a+& +c| < 6GR

Demanstratie.
2
si finfind cont de consecinta anterioard obfinern,
Y |-arhrc|=2(E4d - EB +BC) s 6R .

| -a+h+c| = |@+b+c-2al =2

—4 2|e-a| =2EA

Propouitia 6. in orice & ABC | [, +JT +7T, <6k, unde [ este centrul

cercali mseris n A ABC =@ T 7T sunt centrele cercurilor exinserise

gorespunzaAtoare laturilor a b, c.
Demonstragie. Centrul [ al cercului nscris in & ABC  este artocentrul
al 00, gideci fI +11,+11, =2R (cosl ~cosl +cosl }<3R unde R, este raza
cercului circumseris  af_7,f. . Dhar cum cercul circumscns A ABC  este cercul

lui Eoler pentre o f,f,  avem K, = 2K,
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Obtinem agadar [T+ {f, +1] <38 -68

Aplicatii.
L inorice A ARC arcloc JI, Fd +If,-EB-I7 -EC 5 6R1?

Demonstragie. Fie 2< b < ¢

" B+ i A . i = .
Cum 14, =2R cos == 4f-fsm§, I #RsmE gi Hﬂh-fmsm;—j reulti

-—

Hos il <11, Tmind cont de proprictatea 3, obtinem F4 = ER = KC si folosind
pentru aceste numere inegalitatea lui Cebisev, rezulta:

S ILY EA gpap
IfFBq = i =
Z i 3 3

EHI

2. Tnoricc AABC areloc ¥ 07 <3R

Demonstratie. Este o consecinid imediald a relaties Y. £4 < 3R, tindnd

caoatt dde faptul ¢i coreul eiroumseris A& ABC este cercul hui Euler &l A7 71 .
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ON A CONTEST PROBLENM

Abstract, Using the complex nombers, we shall find some new relations
between the vertices and the following  remarkable points of a triangle: the

orthocentre 1T, the centroid G the centers of the exscribed circles f P P
the incenter [, the circumcanter O the center of the Euler circle E.
Also we will mive mteresting proofs for soeme well-known results.

I this nore R 15 the circumeadius and a,b.c are the affixes of the vertices of
the triangle ABRC, with the ongin m the eircumcenter O
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