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SIRUL LALESCU LA O SUTA DE ANI
D. M. BATINETU-GIURGIU si Augustin SEMENESCU

La 15 septembrie 2000 s-au implinit 105 ani de aparitie neintrernpla a
Gazetei Matematice. Unele dintre problemele publicate In aceastd presti-
sjoasi publicatie an trezit un nteres decgebit dinlre care amintim.

u) Problema 16 din Gazela Matematica nr. 2, wol. T (1ROG-18096), pag.
30, avilnd ca antor pe unul dinfre cel patru stAlpi al Gazetei Matcmatice
adicii pe Andrei (7. Toachimescu [1368-1043) cerea sd se enlouleze

T
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lim (1r_2+5+._.+;—21ﬁ) {1}

) Problerma 579 din Gazeta Matematici, vol. VI (1900-1901), pag.
145, avand droept autor pe mavele matematician romén Traian Lalesci (1RA2-
1929, ceren =i se calculene

Jim. ( "'ﬁ-"rfﬂ+ 1) — i‘xn‘.) [2)

Dupi cum s poate vedea in curdnd s implinese o suta de ani de la
aparitia celebrului sir &l lui Traan Lalescw

Cercetirile privind sirul lui Truion Leleseu {de lapt conditiile de aplicare
a reciprooc lecremed Cesare-Siolz) au fost deschise de Mihail (hermanesen
(12G9-1962) prin nota matematica Asupra teorcmei lui Cesaro, publicaia
1 Gageta Matematica vol. XLL anul 1936, pag. 89-92. Problema a feml
readusa in studin de catre Tiberin Popovicin in articolnl Asupra calecnlului
nnei imite, articol pnblicat in Gazeta Matematica, seria A, nr,1/1971,
pag. B-11.

Studiile initiate de catre Tiberin Popoviciu au mobilizal multl ceroetalor
romfini pentru care recomandam bibliogralia acested lnerari.

IVin studiul acestei ample bibliografii sc poate conslata ca pe parcur-
aul B o suta de ani de studiere a problemel 579 au fost introduse noi comn-
ceple pe aceste idel dintre care remarca: giruri Lalescu, operalori Lalesen,
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siruri Lalesen ponderate, siruri Bafinetu-Giurgin, functil Luder-Lalesc, fune-
tii Lalescu, fanetil Lalescu ponderate, ete, De ascrmenea au fosl eluborate nu-
meroase melode de abordare a problemelor de acest tip. ’rintre cei care an
claborat melode interesante de abordare n problemelor de tip Lalescw men-
tiomam pe : DM, Hafinetu-Giurgin, Marcel Tena, Mikdly Bencze, Tanase
Negoi si Mihas Thew

Mai aratam ca wn interes deoschit pentrn probleme de acest Lip il prezinta
unele sirurd, dintee care memtionarm:

1. Sirnl i Traian Ladescw | de termen general

Ln= "{n+ 11— ¥nl, nz2 (3)

Acest sir constituie subieclul problemea 579 din Gazeta Matematica,
vol. VI, {1900-1901}, pag. 145
2. Sirnl lni Homee 7. fanculescn , de lermen general

In=(n+1})- “Vn+l—-n-tn, nzl (4}
Acest sir constiluie subiectnl problernei 2042 din Gasela Matematica,
vol. XX, {1813-1914), pag. 164
g Sirul Ini Mihas! Ghermanescu , de Lermen general
(s 4 24 m1)"
(n+1)" i e
Acest sir constitnie sublectul problernei 4600 din Gazeta Matematica,

vol, XTI, (1935-18936), pag. 216.
4. Siral Ini .M. Batinetu-Cliurgiu | do termen gemeral
far i 4 4
il s SRS (6)
wilfma 1)Vl
Acest sir constitnic subiecrnl problemei C:880 din Gazcta hatematica,
vol. XOTV, (1980), pag. 149
o comsideram acum un sie de momers reale stricl pegitive (g )qs -
i1 — fn

n e N* (5)

I“=

Propowitia 1 . Daca exista # = 0 &l lim ———— =71 = 0, alunei
. L
exista
. fiy, r P
lim —= = (7]
I 441

Demonstratie . Conform leoremel Cesare-Stolz | exista

Bm Oy Km N .
P .”_.F'l'l e [Tt- _| l':l-!" 1 T-I|'¥+].

gty — & e r
= lim L S =—
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Propozitia 2 . Daca exista s = 0, ]Jm “ =g =0 siexista

Fl—+ o ”'d—l

. Ly 11 ; .
lirn ( ) =h =, atunci exista
now o\ @y

R R
im =" —g-Ink ()
Tp—= 30 Tt
5 i e . :
Demonstratie . Decarcce lim - = a , alunci im o L &1 dewm
. T-E-E-I'l o s
O ., S IR
notand w, = L .1 E NT regulta ca lim sl
N 2 n—=x lnu,
Prin urmare
i — { i G |
e L 3 Mt LB s, o, < Iy, Wi s N*
ne el Inw, !
de unde prin trecere la himita deducem ca ._!HTE —":Hﬂ Iu" =a-lnbk.
e H Tt
Ohservatie . Din propowititle procedente resulla ca
i 1 . = 1
a= lim —— = e i, S ~@+Inb
e pttl g4 ] den gt 5+
. E -!Lr:, n .
de unede: dedneemm b= 2+ 1 adica lim IE) = gl
T —= ol El!'_ﬂ.

Propozifia 3 . e (g )u o (P o sieurd de numere reale strict pozitive

astfel incht, im —2 =u>0s lim (w41 — ) =2 >0, atnne

LS e 4] !! 4
1 [ &l — ' __I' = = 1!
]1|:;!1:|:.!.',.al #1 *H ) — Un vy trnj -l [Q]

(e fapl soesta csle enuntul problemel C:844 din G.M., & se vedea [J];-
Demonstratic . Este evident ca hrn iy, = hm e i i ]:lm — =

T==Frat '|-_|'_'_= oy gy

lita (%50 |7 — ) = 1. Prin urmare
f—DD

H 3 1 —_— r g Y - 1 I u i — ’

T\!:III'.!'_I‘.|:'i‘.-:.-|_| Ml — Uy By 1= rLﬂ;I[':'-'u 4 Tl [“"n 1}] |._]-U]'
Tl * "R
unde w, = — ""'II'_ W > 2a ]JITL I
Un * kg ]

Conform (10) avem

limn {"'"ni-l s Mty — Uy ‘::"'IE } =

T

= ( S Um ! ].'n'u.-:) =a-b-In lim ) (11}

Th—EoEn
£

4



Totodata mveln

1 T [P ]
_ = . Ty g1 . W i 1
lim w, = Im c lim ———— =
H— TH—e T n—0 T
fipp . lirn ﬂ““)“ =
= I ' . ' —— =
1 0 un 11+1,lqr“| i Ty = T .Hu

L,

1 : Mooy — U™
= 1w-—. lim (L+u) -
qp Toez0 ¢ 18

unids
: : n 1
= i (e - 2) =0 Lo
=+ -ur. "

adica lim w? = e s alunci din (11} rezolta ca

Te—sn
f-EhiE'n{ﬂ"'l 1 ""u,.l'J by — Tt "n;"ruT-:} =qg-b:lne=a-b,

Consideram in continuare sirurile de numere reale strict posilive (e ,
(¥ =1 astfel incdl :

Gpi) =0y +Ta, MMEN Hi 11Ilill::_}ﬂ-r”:r::-1.II.

1
s L e
Mai consideram fonetiile f, : I, — Ry, fuls) = (E B -:1{) * pentrn
k=1
e I s
re R, si fu(0) = lm fuls) = a5 ran = fol,n 2 2sine
PTOPILNEN 53 ATALAIL GA
r .
e T e R
L) = Jim (faea(z) — fulz)) = (1+7)2 ; (12)
' T
-, m =[]
L&
Pentru x = 0 procedam astfel . Calenlam
= Ifl{r} Ir_ - ﬂi+ﬂ£+--- I'ﬂ-i_ 3 '”-ﬁ|1 o
i, (_ n ) ) nlts & {r4 1+ — et

i (&) — e () - 5
F—+ - 1 I:]-i.+ ]_];-:--1 _]1-_11'1 n ; o+l

de nnde obtinem

= , pentru x> 0. (13)
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In continuare notam g,(z) = , nE

af +ag 4+ ...+ af
ohservam ca r!.l_rE: gnlx) = 0 si calenlam

Tk

) + im (1 + g [ )t =

_ 1 gal®)
! x 1 i I livn
= T
].]I]'J. {14 golx))¥n () P
Avem
- m_ﬁztl______ _
ﬂh{ﬂ (- gulzl) = r]Eg (ﬂ al +ay +...+ uzj .

i (m) e A LIE

n+ 1 n—oo g7 4+ a3 + .. .68
o o+ 1y —pmtt o F
= ¥ lim ( : ~lim{—) =
qL o seES T =t a1 I':ln

iar relatia (14) devine

1 1
. fn+l{I} = _[ﬁ: I 1.]
o e =
S ( et Gl 5
Conform propozitiilor | & 2 en 5 = 0 oblinem
. T T
Liz) = — In e I
T+ 1)z (x4 1)%

Pentrn ¢ = 0 avern de calenlat

B (o (0) = ful0)) = £00) = Jim, ("Yaan! = fant),

unde apl =a; a3 -.. .- Ga .
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Prin urmare calculam

—
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Conform propozitillor 1 s 2 rezults oa
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[
Observatie . Penlrue, = 1, ¥n e N* |, a; = 1 obtinem
j ,, 1
L) = Jim (e (0) -~ u(0)) = lim (4Tt 11— ¥t) =2
adica limita sirmahii Ini Lalesew
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In continuare consideram s £ R s definim funetia
1

(T::',[ﬁ':ﬁ]df)ﬂ R
5 i.'j:inflﬁi}rit —

Propozitia 4. 5a sc demonstreee ca
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_ S
a

(20)

Demonstratie . Pentrm s = 0, consideram F, : R} — R, F(z) =

]
- f J”I:.!:::Irﬂ. dennreee | oste continna rezulta ca P este derivabila 51 Fl{x) =
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Totodata avem
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unde
1 :
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Hevenind la relatia (22) obfinemn ca
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HUNDRED YEARS OF THE LALESCU SEQUENCE

Abstract. In this paper a new zeneralization for sequences of Lalsscu
type i3 presented. Alzo an ample bihlingraphy concerning Lalesen sequence

as well as the extensions or peneralizations of this sequence are given.
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