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1. INTRODUCERE

Prezenta lucrare are un caracter metodic. Se adreseasd elevilor
de liceu si profesorilor acestora, urmérind sa le ofere metode unitare
de tezolvare a unor probleme ce au constituit (sau pot constitu)
subiecte ale unor concursuri de matematicid. Caracteristic pentru toate
problemele ce urmeazd a fi discutate este faptul cd cle exploateazi
proprietifile inverselor unor funclii auxiliare, a céror considerare
rezulti natural din confinutul probleme,

Mentionim ¢i o primd varianld a acestei lucrari a fost
prezentatd cu prilejul aniversirii a 38 de ani de existentd a Colegiului

Mational “Vasile Lucaciu” din Bala Mare, in ianuaric 2000
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2. UTILIZAREA FUNCTIEI INVERSE IN REZOLVAREA
UNOR INECUATII FUNCTIONALE

Se va stabili un rezultat simplu, dar eficient in rezolvarea unor
probleme aparent dificile. El este continut in:
Lema 2.1. Dacii g - B—R este strict crescitoare i bijectivi,

atunci unica functie /- E—R care satisface inegalitafle:

1) fletxlsx<g[f(0)], ()cer
este funciia /. B — R, definita prin
(2.2) fix=gx), (V)xek

Demonstratie. Din ipoteza cd g este strict crescitoare s
bijectivii rezultd ci g este inversabild, strict cresciiloare. Inegalitatea

stingi (2.1) conduce la

(2.3) f(x)£g7'(x), (V)xer
iar inegalitatea dreapti (2.2) conduce la
(2.4) gl {x)2 f(x), (V)xer

Din (2.3) 5 (2.4) seobtine f(x)< g '(x), (V)xeRr

Observatia 2.1. (i) In situatia ci g esle strict
descrescitoare existdl o infinitate de funciii /- R—R ce satisfac (2.1),

formati din oate functiile f: B—R& ce au proprietatea
(2.5) fleygg Wx), (V)xer,

dupé cum cititorul se poate convinge ugor.
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{11} Rezultatul lemei 2.1 se pastreazi gi
daci [ /=1 gd=l unde T B T+ & J= & ar g este bijectiva g
strict crescitoare.
Se vor prezenta in continuare unele aplicaiii ale lemed 2.1,

Aplicatia 2.1. [problema 64, pag.15, [1]]. 53 se determine
funciiile £]0, +=)—|0,+oc) pentru care;

Fl+x)2x< 20+ F(x). (¥ )xe0,40),

Solulie. Funcha g | [0 to)—=[0,+o), g:_r}=f + X este
bijectivi si strict crescitoare pe [0+x). Inegalitifile enunfului sunt
inegalitifile 2.1, rezulti i
Jax+1-1
e

Aplicatia 2.2. 53 s¢ determine funciiile /- R—R pentru care

FfE+D=x< )+ (V)xer

Fx)=g7(x)= A7 )x e[0,4e0).

Solutie. Funcia g : B +R, g(x)=x" + 1 este bijectivii si strict
crescitoare. In baza lemei (2.1}, unica funclic f : B—R ce satisface
conditiile enungului este f(x)= g~ (x)= ¥x—1.

Aplicatia 2.3. 53 se determine functitle f {-1,+=}—=RK cu
proprietatea

F2x=-D=x=2" -1, (v)xe(-1+x),

Solufie. Functia g ; (1,4} R, g{x)=2" —1 este bijectivd

si strict crescitoare pe R Aplicind lema 2.1, se obfine

fixy =g ' (D=log (x+1).



In finalul acester secliuni, menjiondm cd cititorul poate ghsi
alte aplicalii ale lemei 2.1 in problemele propuse de profesorul

{i. 5z01ldsy si de autorul acestui articol in [5], [6].

3. UTILIZAREA FUNCTIEL INVERSE iN STUDIUL
EXISTENTEL UNICTTATII ST CONTINUITATI UNOR
FUNCTII DEFINITE IMPLICIT
Se stabilegte mai intdi rezultatul auxiliar confinut in
Lema 3.1. Fie g/ : BE—RE doud funcii cu proprietiaple:
(1) Frocontimud s1 bijectivi;
{11} A contimud
In aceste conditii existi o singuri funclie continui /: B—RE

care satisface ecualia funclionali:

(3.1) gl f(x]=h(x).(v)xer
Aceastd funclie este exprimata prin egalitatea
(3.2) fx)=g" [h(x)], xR

Demonstratie. Din faptul ¢ii g este bijectivi rezultd ci ecuatia
funciionala (3 1) are solujie unicd, exprimati prin (3.2). Continuitatca
ei rezultd din continuitatea lui g * s a lui A

Aplicatia 3.1, [4] Arfiaii cd exisid o singurd func{le continui
f:B—=R cu proprietatea

O+ f(x)—x=0 (V)xer

Solujie. Dacd g : B—R, g(x) = x° + x, A : BB Ax)- x,

ecuatia fundamentald a enunjului este ecuatia (3.1) cu g s b antenior

precizate.
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Evident g este continui pe R. Cum

Im g(x)=—w, hm g(x)=+o00, in baza continuitatii lui g rezulta
=

po—
cii g este surjectivi. Cum @2'(x)=35x" +1>0, (v) xER, g este strict
crescitoare pe K, deci injectivi. Prin urmare g este hijeclivid
Dreoarece A - R—E, Mx)— x este continua pe B, aplicind teorema 3.1
se alyine afirmatia enungulul.

Aplicatia 3. 2. Fien €M Ariitali ¢ii existd o singurd functie
F: BB cu proprietatea

£+ f(x)-In{x* +1)=0, (") r cR.

Solulie, Daci g B—R, g(x)=x"" 4+ x_ h: B-R hx)
In{x* +1), g este continud si bijectivii iar h este continuid pe K.
Aplicind lema 3.1, existd o singurd funchie f : E—R care sahsface
condifiile  emunfului, ea find expnmatd  prin egalitates
Fx)=g ' [In(x* +1)], (v) xR,
Particularizand convenabil funcliile g si A, cililorul poate obfine alle

exemple interesante.
4. UTILIZAREA FUNCTIE]I INVERSE IN STUDIUL

CONVERGENTEL UNOR SIRURI

Prezentim aici un rezultat ce ne-a fost comunicat de citre

lector univ.dr. Cristinel Mortici de la Universitatea din Téargoviste.
Lema 4.1. Fie fg - B—R iar {an)ez. (Fodez doud siruri de

numere reale ce satisfac relalia:

1) fla,)=g(h,), (F)neN*

Daca:
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(i)  feste continud s bijectiva;
(11} & esle continud,

(iif)  sgirul (Pudeei eoste convergent s limb =5, amnci

=
(tighoz1 €5t COMVergent si are loc:
(4.2) lima, = /| g(h)].

Demaonstratie. Decarece 7 este bijectivd, din (4.1) rezultd cd
a = f'[g(h,)].0¥) n € N* Din ipotezele (i) si (i), /" si g sunt
continue sl atunci f ' o & cste continud, Mai departe, utilizind
ipoteza (ifi) rezulld i sirul { i [g{bﬂ_}]}ﬁv este convergent i
},ﬂ F (b 0 = ' [g(h)], epalitate echivalentd cu (4.2).

Observatia 4.1, In conditiile emunjului, sirul () cu
proprietilile (4.1) i (4.2) este unic determinat.

Aplicatia 4.1. [problema 56, pag. 33, |1]]. Aritay ci existd
un singur sir de numere reale strict pozitive (@) care satisfac

relatia;

1
a, +lna, =1+—, (V) x e N*,
n

Ardtatl ¢l sirul (gghaz) este convergent $i caleulat lim a, .

Mo

Solugie. Daci f . (04=)p—R  Jfi{x)=x+lnx, g

|

(0, )0 +x), gix)=x, b =14+ —, relatia enunfului se scrie in
.rr

torma.

flay=g(b)), (V)xenN*

42



Este evidemt & f  este continud pe (O+x) Cum

lim f(x)=—c0, lim f{x)=+00 realtd ci f este surjectivd.
rmll b
xowil

Denarece [ (x)= l+l?'.=-'[']' , W) x € (0,+=), functia [ este strict
X

cresclitpare, Rezulta ci 7 este bijectivi. In baza lemei 41 @ a
observatiei 4.1, existi un singur $ir (@n)ez) care satisface relafia

enuntului. Cum g este continud iar ()= convergent cu limbp =1,

Mean

aplicind din nou lema 4.1 se ob{ine ¢i girul (g ez este convergent s
lima, = lim f '[,@,{1 + l]J ==l
EIE Tal =% _il-'i

Alte aplicatii ale lemei 4.1 an fost publicate de autorul
articoluluil in [6].
Particularizind convenabil functiile f 1 g ctitorul poate

obline alle aplicatii interesante.

5. UTILIZAREA FUNCTIEI INVERSE IN OBTINEREA UNEI
INEGALITATI INTEGRALE

Rezultatul principal al acestel sectiuni este continut in
Lema 5.1, Fie abcdc B a<b, c=diar f: [ab]l[cd, x
[¢.d|—R, h : [a.5] <R continue pe intervalele de definitie, astfel incat
(5.1) gl /(N zh(x).()xe[a.b]
Sunt adeviirate alirmatiile de mai jos:
{i) dacd g este strict crescitoare i g{[c.d]) ~ R, are loc

inegalitatea



(5.2) [ (x)de = [ g h(x)]dx:
(i) dach g este strict descresciitoare s g{[c.&]) = K, are loc
negalilalea:
(5.3) [ fx)dxz[g ' [h(x)]dx
Demonstratie.(i} Com g este continud, gi|cd]) = B 5 g este
strict crescdtoare, rezultd ca g este bijectivd. Din (5.1) s fapiul ci
g'] . B—|c,d] este strict crescitoare, rezulid inegalitatea
(5.4) F(x)z g '[M(x)]. (v)xe[a.b].
iar de aici, prin integrare intre limitele a s b se objine (5.2).

(ii} Rationdnd ca la (i} se obiine inegalitatea
contrard i (5.4) iar apoi se integreazi inepalitatea obfimutd intre
limitele @ s b

Aplicatia 5.1.(problema 89, pag. 40, din [1]). Fie /. B—=R o

funclie care verifica relatia:
X+ fx)zx, (el

2 3

Arfitali cii x)dez—.

riitati ¢ | f(x)e ;

Solugie. Daca ¢ : B R g{v)=x" + x, inegalitatea enumului se
scrie in forma:
#l fix)]zx, {'?’].r R,
Cum g este continud pe B, lim g(x)=-cc, im g(x)=+x
L—p—as et
g (x)=3x"+1=0,(v) xr € B, resultd ci functia g este bijectivii si

strict crescitoare. Dacii g’ | B—R este inversa lui g, din ipotezi se
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obtine ¢ f(x)= g '(x),(¥) x € B Integrind membru cu membru

intre limitele 0 51 2. se obfine

(5.5) [ f(x)dxz [[g™ (x)dx.
Fie / = _[;g'll[x]dx . Cu schimbarea de variabila

{ = g (x) = x= glf), de— g ()t

Prin urmare

g 5
I =7 Dt g'eydi = [(36* + V)dt =3[ Pt + |1l =

£

3 3
Tindnd seama de (3.5), se obtine Lj[x]dr = 4- :

In incheiere, invit cititorii 34 paseasca si alte aplicatii ale lemei 5.1.
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SOLVING ELEMENTARY PROBLEMS BY USING THE
INVERSE FUNCTION
Abstract. The paper has a methodical character. There 1s
presented a sel of problems which have the common property that
their selutions use essentialy the properties of an auxilliary function,
natural introduced from the context of the problem. The main results

of the paper are the lemmas 2.1, 3.1, 4.1 and 5.1.
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