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DESPRE PROPRIETATEA PUNCTULUI INTERMEDIAR TN
TEOREMELE DE MEDIE PENTRU INTEGRALA RIEAMANN

Vasile BERINDE

In Imcraren [1), B. Jacobson a demonstrat ci punctul imermediar din
formula de modic pentru integrala Riemann, adicd punciul ¢ € [a, §] pentru
care are loe cgalilateal f continua pe [a, 6])
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il C. Popa, in [2], & exling neest regultat gi pentra alte formnle de medie

(prima gi a dona teoremi de medie pentru integrala Riemann, teoremele de
!

medie ale Ini Canchy si Lagrange etc, |
Scopnl mceslel note este si aratdm ci reeollatele din [3] pot § trarite,
eonsiderind condifil mai slabe asnpra [unciilor mplicate.
Demonsteim mal intéi o varianti a primet teoreme de medie penlru mte-

grale Ricmann (Tecrema 9.2.10, pag. 330 din [3]).

Teorema 1. Fie [ g [a,b] — B dowid funclii infegrabile cu proprietolen
cd

(1) | are proprictatea fui Darbows;

(i) glz) = 0,%x € [a, b].
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Demonstratie. Fie m = inf f{z), M = sup f{x} (find integrabili,

T [, B o)

[ este mérginiti). Atune
e fE) < M, vt < [a, b
5 deci, folosind (i), avem
mg(t) < f(t)g(t) < Mg(t), Wi € [, B

Folosimm fuplul ca produsul a doua funetii integrabile este o finelie inte-
grabila si obtinem, pe baza monotoniei mtegralel Hicmann, ci
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- [ gVt < f Fitlglt)dt < M f g(t)dt
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Dersebim caeurile @ oa) f_t}LtJdt =0 h) j_g'[i:lu:h'- = [
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In caeul o) rezulti J' Fitigit)dt = 0 g atune egalitatea (1) are loc pentru
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orice punct ¢ & o, b iar in cavul b) oblinem ci

|r F(thgit)dt
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[ glt)de

gi enm J are proprietatea lui Darbonx, deducem ci oasla o € e, b} ai
v = flc), adica astfel incit,

[ Fitlglt)de = 1(c) f althat.



Observatie. 'onlru g = 1 din Teorema | obfinemn o extindere a [ormule
de medie pentrn integrala Hiemann (In ipoteza mai slabi e [ esle inlegrabila
sl are proprictaten lui Darbou).

Corolar 1. Dueit [ @ [o,b — B este integrabili g admite primifive
atunci existi ¢ € [a,b] astfel nedt

]
79 == [ 1o

Demonstratic. Orice functie care admite primitive are proprietatea I
Darbonx. Coneluzia rezulti din Teorerna 1, lufind g = 1.

Observatie. Numirul pf f] = 1 [ f(t)dt se numegte medie smlegruli
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a funetici f pe [o,b]. Formula de medic exprimé faptul cd in condipi core-
spunsiloare, J¢ & (o, b], astlel incde p[ f] = f(c).

Teorcma 2. Fie [ g |la,b] — B doui functii core fndeplinese condifiile
(i} f si g sund inlegrabile iar f admile primalve pe |, B,

(ii) f i g suni continue Infr-o vecinidlale a punchulud a;

(if1) [ este devivabilii in a, g esle nenegolivi g

[ (a)gla) #0.

Atunei, fitnd dat x € (o, b], numdral c. € o,z pentru care
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are progrictaten of

£, — i

(3)

lim =

L
e T — [ P

Demonstratie. Aplicind Teorema |, resulld o existd cp © [, @] pentre
care (2] are loc. 84 demenstram ca (3] este adevarata,

Fie F, H : [a,#] — R date prin



i

F{.G] = ff[f:lgl:t}lﬁ - fl:a.::l /._ql:{}ril'.. Hix) = [z — '1]?. = E&ﬁ]

Ik

Din (1) rezulté ci I esle bine definitd iar din (i) remlid o F este deriv-
abild fotr-o vecindtale Ve = [a, £} a lui a. De ascmenea, avem H'z) # 0,
pentr oriee x € (2, b]. Prin urmare, pentru & € ¥, avern
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si enm f este derivabild in ¢ iar g este continua in a, dedneem ci
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Iin teorema Iui T TTopital rezultd atunci ca
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Dar g este continuil pe V. deci admite primitive pe V.. Fie & o primitivi
a sa. Atunci, pentru orice x € ¥, avem
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lim = (7 (a) = g(a) (6)

™ol —a [ alt)dt =1J"~t:ul:
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IYin relatiile (1), (5) gi (6) rezulti ci ].'L{n St exislin (fie neeasta T 81 avemn
o il
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51 (algla) = f (a)gla)- 1.
care, datoriti faptala ci [ (alg{a) # 0, ne da tocmal
1
= 3
oeen o inchele demonstratia,

Corolarul 2. (E.C. Pops, [2], Teorema 1). Fie f.g : [a, 8] — &,
Sunclii covdinue cu [ derivabilil fnoa, g nenegalivd s _ll"’{a.}glia.:l #= U; din
prima formuli de medic penfru infegrda Ricmann avem; oricare ar fi o €
{a,b], existi c; € [a, 2] astfel ca

[ rgar = ) [ gt
Aturect
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Urmatornl reznltat este cunoscut ca "a doua teorema de medie® pentru
integrala [iemann san teorema Bonnet-Weierstrass (vezi (3], Teorema 9.2.12,
pag. S51-352).

Teorema 3. Fie f g : [0, b — B doud funcfii integrabile cu g monotoni,
Atunci existi ¢ € [a, b] astfel incdt
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[ fitrattiae = gta) [ siejat +att) [ g
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Demonstratia acestui rezultat poate fi gasita in [3].

Cha ajutorn] acestuia putemn demonstra

Teorema 4. Fie [ g a8 — B dowid funclii core indepliveese condilidle:
{t) [ #i g suni infegrabie pe [a,b);
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(1) [ esie condinui gi g este derivabili infr-o veciniafole o ui o 5i fla)g

(o) £ 15
{#i} g este monotond.
Atunei, pentru orice x € (a,b], epistii ¢, € Ja,x] astfel ncdt
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Demonstratie. Prima parte a concluzien regnlta din Teoremna 3.
Fie F.H : [ﬂ.,h] —+ [B doma functii delinile asifol

Fix) = f fit)g(t)dt — gla) | / Fitydt, H(z) = (z — a)®, = € [a,b].

Deoarece F' egte derivabili intr-o vecindlale V., = [a,2) a lui a, iar
H(x) # 0, pentru orice & # a, avemn, [olosind teorema de derivare a in-
tegralei Riemann, ca

J(=)g(=) - ¢'{=) [ F(2)dt — a(z) fl)
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= —glmga)-*—— =-34(e) fla)
gi, eonlorm Leoremed ui 'Hapital, deduecem ci
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QEE-]'&I fit)dt — g(x) { Fit)edt ) -oa) { Finhd Bl
N (#—a)? - L—a tr—a I—a
gi deci, penlrn orice r € 1,
Irll:::'__r_. et e G @ 54
Lim Hiz) = g (a)- fla) Jim —=— (K]
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IDin [T} 51 (8], In baza conditied f{u:lg"fn.j £ 0, resulla tocmal concluzia

feorermel.

Corolarnl 3.(E.C.Popa, [2], Teorcma 2).Fie f.g : o8] — R, [
confinud, g monotond gi derivabild cu fla)g'(a) #£ 0. n o doun formuli
de medie pendru ntegrala Riemann, avem: orieare ar fi & C (a,b], coisti
or € |a, x| asifel fnedt

f .f (L)g(t)et = gia) f fit)dt + g(x) f F(t)de

Afwrm

e e 1

hm ———— = 2.
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Obscrvatie. Teoremele 3 51 4 din [2] dau rezoltate analoage eelor din
Corolarul 2 gi 3 din aceastd hwrare, dar pentru teoremele lm Canchy, La-
prange i formula Ini Taylor. Aviad in vedere faptul cf exisbi numeroase ox-
tindert ale tecremelor Ini Cauchy si Lagrange, sugeram cititornlni sd oblind
si pentrn aceste Leoreme de medie, reenltate analoage celor date In [2] g1 n

lncrarea de [ald.
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ON THE PROPERTY OF INTERMEDIATE POINT IIN THE
MEAN VALUE THEOREMS FOIR INTEGIRALS

Abstract. The main alrn of this note is to show that the property of
intermediate point in the mean value thecrems for integrals proved in [2]
remains valid under weaker assumptions on the functions involved. 5o, The-
orern 2 and Theorem 4 in our paper are extensions of Lhe Thoorem 1 and 2
i 2], respectively. Some variants of the mean value theorems [or inlegrals

arc also given.
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