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Notnea de functie convexi este un concept important al
matematicii moderne.

Studiul functiilor f: DR » R in analiza matemalici
seolard, conform programe de bacalaureat, se referd 51 la proprietitle
de convexitate, concavitate. Manualele de liceu, ca si tratatele clasice
[2]. [3] ne ofera pentru stabilirea acestor proprietiti doud, cel mult trei
posibilitd]i, dupd cum urmeazi

I Metodd bazald pe definitia functiel comvexe fconcave).
Cercetdm dacd inegalitatea caracteristicd funcfiel convexe (concave)
® flaex +enx,) < (z)eg £l )+ flx,)

WX, = Ve, = |0l]a +a, =1
este valabild pe anumite intervale 7 ale domemului de defimtie

2. Metodd bazata pe semmmd derivatei secunde 17
Stabilim dacd are loc inegalitatea
(*%) Ffix)zl=pn vt
pe anumite intervale [ ale domeniului de definifie.

Semnul pozitiv indicd convexitatea funcfiel f. lar cel negativ
concavitatea funciiei pe intervalul respectiv.

3. Meiodd bazaids pe monetonia derivatei de ordinul Tmdi [
Derivata [ crescitoare pe intervalul [ implicd f convexd, iar f°
descrescitoare implicd f concava pe £

Inegalitatea (*) din definitia functiei convexe (concave)
confine trei valori ale functiei ' Din acest motiv verificarea ei pe cale
directa poate i Toarte dificild si uneori chiar imposibili. Inegalitatea
(**) cu un singur argument x $ " aviind proprietatea lui Darboux

ik



pare mai rezonabild. Dar cum sa proceddm in cazul functilor cave w
suni derivabile?
Exemplu. Schipind graf' icul ﬁ.mcum

¥ Y —:H"a' _.l"{l‘}—"rgl[ H

- —'_.-'
“go vede” ¢t ea este convexd, dar nici una dintre metodele de mai sus
nu ne furnizeazd acest rezultal verilicarea definitiel convexitifli este

dificild, iar functia f fiind nederivabild in x, =0« [ z : f] . ullimele

doud metode rfAmén i ¢le inoperanie. Pe de altd parte, o apreciere pur
vizuald rareori poate fi pe dephin de incredere.

Scopul prezentei lucriri este sd formuldm un algoritm care
stabilegte dacd functia f:7 — R — R este sau nu convexi respectiv
concavd pe intervalul [, algoritm bazat numai pe studiul contimutéti
functiei f si al monotoniei unei derivate laterale ( f sau 1), fark
utilizarea derivatelor de ordinul intal sau do,

[ncepem cu prezentarea rezultatelor teoretice necesare,
barindu-ne in mare misurd pe lucrarea [1]. Prin [ notdm un interval
I R, dar prinoint f interional ha

Teorema 1. Fie [ f » R comvexd, Afumei | esie derivalili
Iateral, alal la sidnpa odt 51 la dreapta in fiecare punct divn int [

In plus fumctiile f. £, sunt crescitoare pe int [ .

De asemenea are loc f(x)< fi(x)Weeint/ .

Demonstratie.
Fic x, einl / arbitrar i &1 —{x,} — H*d(r}:_{fﬂ—j{rﬂ}_
X—Xx,

Mai inldi arfitim ca functia d este cresciitoare pe [ —Jx, ]
Considerim x, x'ef—{x,}, x<x".
Avem de ariitat ci d(x) < d{x’), adica
1) 105) , )= 16)

I:.-]'.} il _|_
X-x, ¥-x
Deosehim trei cazuri.
L rxox' <x,.
N A x'—x
Avem x = - x4 L
X, — X X, —x

Deoarece funcjia [ este convexd, rezulta inegalitatea
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n o X —x x'—x
fix)s 2—. rlx)}+ - Fix,),
Xy =% Xg =%
care este echivalentd cu (1),
11. X<k, X .
e X, —-x
Avem X, = — 0wy ':1 ;e
xX-x X—-x
Deparece functia f este convexd, rezultd inegalitatea
r—x, X, —X
fals Sl ),
X —xX x X
care este echivalenta cu (1).
111 X, <X<X .
xX-x X=X
Avem X =— X, —x
s e X —=x

Deocarece functia f este convexd, rezulth inegalitatea

F CY L 0 O R

-t X —x
care este echivalentd cu (1).
Functia & fiind monoton pe 7—|x, }, urmitoarele limite

laterale existd 51 sunt finite

i dfe)= tm FE=S5)
¥—4Ty LTy T—hTp L r—x,

lim d{x}= lim M~
Tk, FInTy, Z—khy Ly = .rl-:

adicd IMeste derivabila la stinga gi la dreapta in x

Rationamentul este valabil pentru oncare x, et/

SE aritAm cd f) este crescitoare pe int S .
Fie x,,x, cint/ x, <x, gi x,x'cint] astfel ca x < x, =¥ <x,.
Pentru oricare r, =int / functia o fiind crescitoare, succesiv rezultd

fx)-1(x) | =)= fx) . £} fix)

= =

X—-x x'—x x-x

Trecénd la limita x — x,,x < ¥ giapoi X' > x, X <X,
Se)-flx) | )= 1lx)

in inegalitatea :
X=X x-x,
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abtinem f{x )= f{x,}. Deci f este crescitoare.
Demonstratia incgalitatii (. )< /) (x.) este asemiinitoare,
Treciind la limitd x — x,,x < x, respectiv x' — x,.x" > x,
flx) fls) . S Tx)
| 2 ¥—x
cbfinem f:{":a }I £ {'.'-I }
Urmatorul rezultat privind functiile concave se demonstreaza

aseminditor.
Teorema 2. Fie [ —» K concavd. Atunci [ este derivabild

lateral, atdt la stdnga odi 5i la dregpita in fiecare prnct din it 1.

In plus functiile §', [ swnt descrescatoare pe int f |

D¢ asemenea are loc x> fi{x)¥reintd,

Consecingfi. Daclh existh x, eint/ in care functia f:J — R
nu este derivabild la stinga (dreapta). atunci functia / nu esle nici
convexa si nici concavi pe 1, 51 nici pe intJ .

Observatie. FExisld funclii convexe (concave) ale clror
derivate laterale nu au  proprietatea lui Darboux. latd ca exemplu
functia comvexi

Fil-L) R flx)=|x¥ cu _32'{,1']:{

proprietatea lui Darboux pe intervalul (—1.1).
Teorema 3 [ie [ [ — R convexd (concavd). Atunci [ este
confinud in flecare punct imterior al intervalului 1.

Demonstratie.
Fie x, cint [ arbitrar. Pe baza Teoremei 1 (2), funclia [ este

derivabili la stinga si este derivabili la dreapta in x, _ In relatia
76)= 1l )+ L)

X

in inegalitatea

~1xe{-10]

goica
Lxe(01) 2

irecind la limitd x — x,,x < x,,, obtinem  hm ,."{:r} = fl{.rp_ :I

In aceeasi relatie trecind la limitA x> x, x>x, obtinem
lim f{x)= f(x,). Deducemlim fix)= f{x,), deci f continui in
T—hTy Io-Eyp N Ty

X -
Consecingd. Dacd existdx, int / in care functia .7 > R
nu este continud, atunci functia f nu este nici convexd gi nici concavi
pe 1, 51 nict pe intf .
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Observatie. Existd functii convexe (concave) discontinue in
capetele intervalului J . 83 privim ca exemplu functia convexd

[Iefox & (~1.1)
L= R, flx —-;rl e
Y [ ] 'ﬂ: } ._E,Ic{—l,l}i
In continuare, pentru a demonstra reciprocele Teoremelor 1 si
Z, vom avea nevoie de versiunile teoremelor lui Fermat si Lagrange
adaptate la derivate laterale.
Teorema 4. (Teorema lui Fermat pentru derivate laterale)
i) Pacd funciia f -1 —» R are macim (minim) local in x, cint § s
[ este derivahild la stinga in x,, atnci (2, )=0 (flx, )00
ii) facd finctia -1 —» K are maxim {mimim) local in x, eint I g
f este derivabildt la dreapia in x,, atunci f(x,)=0 ( filx, )z 0.
Demonstratie.
i) Fiex, = int [ punct de maxim local al lui £ 5i f derivabild la stinga
in x,. Considertim £=>0 astfel incit (x, —&x ]cins i
fx)= Alx, ) vxelx, —2.x,].

Atunci pentru orice x & I[rII — £, Jr,_,} avem

Flx)= flx)=20,x-x, < ﬁM = )

X X,
gi in consecintd  lim I[ﬂ_ﬂr“j = f!lx,)20.
s i I Lob 8
Celelalte cazuri se traleazd analog.
Teorema 5. (Teorema lui Lagrange pentru derivate
laterale)
i) Dacd funcga [ [a. u':']—} fi exte comtinnd pe {zx,b] §i exe
derivahild la sidnga pe (a, .!J]_ armei exisid £ &, I[a,.ﬁ] astiel ca

rie)= 281 g )
i) Dacd functic f-labl> R este comiimg pe [a,B] si este
derivabild la dreapta pe [a,b), atnci exivig £ £, < [a,b) astfel ca
A b Tex =
f.,{:.}s% 1) fite,).
—d
Demonstratie.
Considerim functia g : [ﬂ, #.:IJ » f:‘.g{ﬂ = f{.r]l— "ﬂ{?—_ﬂq}- Y
Functia g este continud pe [.r..r,ﬁ] §i _LrI:b}I— g{a].
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Fie w.v & [a. ] astfel incat glu) = gm]g{xj si glv)= E_}ﬁ]g[t}.

Daca gfu} = g{v], atunci g este functie constant3 iar

_ flB)- £la)
£ E-T ]' b "

caz f este evideni derivabili, f{x)= 7!{x)= f{b:;ﬂ,vx& e.3]
-a

X+ k,‘-..f'.v-e:[cr,.ﬁ] este 0 lunctie liniard. In acest

51 concluzia teoremei este dovedita

Dacd insi glu)= glv), atunci avem glu)<g(v) si w2 v
Dacd g i atinge valoarea maximd in &, cum glb)= gla), despre
punctul u in care gisi atinge minimul rezultd ci we (@ b). In acest
cazvomlua £ =bh g &, =w.
Dacd g igi atinge valoarea minimid in a, cum glb) = gla), despre
punctul v in care gigl atinge maximul rexultd ¢ ve {u,h}_ In acest
cazvomlua £ =v i £ =5,
Dach u,v = (a,b) consideram &, = v §i &, = u,
Presupundnd acum functia f derivabild la stinga pe [a,fr], avem g
de asemenea derivabili la stinga pe (a.b]. Aplicind teorema lui
Fermat pentra  derivate lalerale (Teorema 4)  obtinem
g:(& )= 0 iar g}{£,)=0, adick

ﬂ{fi}-iﬂ_ ;:-{ﬂ} <0 g fIE)- w =0

Partea referitoare la denvatele la dreapta se demonstreazi in

mod asemdnator,
Observatie. In Teorema 5 ipoteza de continuitate a funciel f

este esentiald Tatd o functic derivabild la stinga pe {—1,1] avind
Fix)=L¥xe(-11], dar discontinui intr-un singur punct 0 < [-11],
pentru care concluzia leoremel nu se mentine:
_ B :rll,:r:::[ I,II':I]
£ R £(x) { e
Teorema 6. (Caracterizarea functiilor convexe)
Urmdtoarele  afirmatii despre funcgia  fintf — R sunf
echivalente,
(i) Funcpia [ este convexd,
(il frunciia | exle continndg 5t este derivabild la sidige,
avdnd [ crescdtoare.
{ §id) Funciia £ este continug yi este derivabild la dreapia,
74



aveingd | crescdioare.

Demonstratic.

Tmplicatiile {i)— (ii) respectiv (i})=> (iii) rezultd combinind
Teorema 1 cu Teorema 3

54 dovedim (i) = (7).
Fie x,.x, int/, x =x,, arhitrare. Fie xc(x,x,).
Pe baza teoremel lul Lagrange penttu denvate laterale (Teorema 5)
existh £,£, (x,.x] 5i existd &, &  (x,x,] astfel ca

P M = £15)

F F "']- - et
-'I:!.'fl}{ M'— £ o *:T]
X, — X
Functia f fiind cresciitoare, din &, <x =S si relatiile de mai sus
ablinem

L) ¢ g ) gy L)

=X ]
De aici refinem "ﬁ['ﬂ flx,) = f{ﬁ}ﬂ . inegalitate echivalemtd
X —x, ¥, —x
cu
fl)s 22 e )+ = flw.).
X =%

Deducem ci functia f este convex.
Demonstrafia implicatiei (i) = (i) este asemanitoarc.
Urméitorul rezultat  referitor  la  functille concave se
demonstreazi in mod analog.
Teorema 7. (Caracterizarea functiilor concave)
Urmiitoarele  afirmayii despre fumctio Fointf — R sund
echivalente.
() Funcria 1 este comeaned.
(i) funciia | este comtinud i este derivabild o sidnga,
avdnd 1 descrescdioare.
(iii) Functia [ este contimud i este derivabild la dreapia,
evedind ) descrescdtoare.,



Teorema 8. Dacd functic [ {ab)C R -5 R,  wnde
abe Rul-otw) a<h este convexd (concevd), atunci existd
limitele laterale im  fle) s tm  flx).

roraxea r—sb xch

Demaonstratie.

Fie [ convexl Conform Teoremei 1 derivata laterald £ este
crescitoare. Rezultd ci existd f< Rastfil ncét f{x}<0,vx e (a,1)
san  fx}=0re(a1).

Ariitim cA f este monotond pe (e,¢) De aici rezulti ¢ limita
laterala hm _,f'{x] existd (linitd sau nu).

% va g

Conform Teoremel 3 f este continua pe lab).

Fie x .x, €lai)x =x,, arbitrare, Aplicind Teorema 3
(Teorema lui Laprange pentru derivate laterale) funchiei f pe
intervalul E.-‘i'1-.-1'3], gisim i diferenta  f(x,)- flx,) are semnul
derivatei laterale f', si deci functia # este monotond pe {a,£).

Cazurile rimase se trateazd 7 mod analog,

Teorema 9. Fie a. b= Roa<h

Funcfia f-la.b)— R comvexd (concavd) pe (a,b) este
convexd (concavil) pe [a,b) < fla)z {5]I};i;ﬂ_}_uf|:5}-

Funcfia f-[a.b)— R convexd (conmcavd) pe |a,b) este
convexd (concawd) pe (a,b] < f(b) E{E}I l_i'!%|.'|3\_|1 flx).

Demonstratie.
Consideram f - [a.b) — R convexd pe (a.8).
Conform teoremei precedente lim f [x) exista Fie ¢=0

astfel incit @+ 2¢ (@, #). Daci functia f este convexd pe [a,3), are
loc inegalitalea fla=1)= éf{a}+]5ﬂa+21}. Treciind la limitd
30,10 obtinem . I:.T: ﬂ_,r'{.r] < fla). Ete.

Rezultatele prezentate mai sus justificd urmilloarea schemd
pentry cercetarea convexitiifii (concavitdtii) functiler f:/ — K pe
intervalul /.
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Schemd pentru cercetarea convexitifii (concavitifii)
functiilor /7 — R pe intervalul /
1. Studiem continuitatea functiei f.

e [ este continud pe inl /> pasul 2.
o Existix, =int f incare fnu este continud —f nu este

convexd i nici concavl pe [
2. Studiem derivabihitatea la stinga a lm f

» f este dertvabild la stinga pe int /' —pasul 3.
® Existd x, =int / incare [ nu esle derivabili la stinga

+ f nu este convexd i nici concavi pe [ .
3. Studiem monotonia derivated laterale f7
» ' crescitoare pe int / — feste convexd pe int J
dach [ =int/ —pasul 4,
e /' descrescitoare pe int/ —» feste concavi pe int /
dacd f =intf —pasul 4,
® [ nu este monotond pe int /. — f nu este convexd §i
nicl concava pe f .
4 Avem f convexd (concavd) po intf .
e Daci [ =[a.b) unde ac Rbe Bt =}
studiem limita laterala lim  £{x);

X b, KTnid

fla)= {.{}I I,T:w flx) = f convexd (concavii) pe /

o Dacd [ = I{ﬂ,h] unde ac Ruf-x=lbe R
studiem limita laterald lim Flx);

ab, vl
FlB)= (=) tim flx) — Jconvexd (concavd) pe J
F-ph o0
# Dacl [ =[a,blunde a b R
studiem limitele laterale in asi &,
I.':—]:iE.-\-ﬂfrlI} _- {i}f{ii} ' I
: “}“ h,.ﬂ:ﬂii I:_.lf{-ﬁr] » f convexd (concvi) pe
e ]
Daci in cazurile de mai sus incealititile specilicate nu
au loc, atunci f nu este convex@ (concavd) pe 1.
Observatie. Pasul 4 va fi efectiv numai atunci cind intervalul f no

este interval deschis.
Inlocuind in schema de mai sus dervata laterald la stdnga cu

cea de derivatl la dreapta, obfinem o a doua schema valabila.
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Exemplu. Functia f | -~ _E] - R, flx)= |{;.;—{_rl
L 22,
consideratii in prima parte a lucriirii este continul gi este derivabild la
] %
——— x| —A0]
v | cos(x) A 27 ]
L= T
—— x| 0 — |
cos’{x)” L "2/
Cunoscind monotonia functiei cos(x ), deducem cu uguringd ci f7
3

'
este crescitoare pe | _%,%)‘ - Aplicand Teorema 6 rezultd ca functia

R

i "z o
stanga pe :
\ 2 2)

a5

. &
[ este convexi pe | ——. =l
L 272
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ABOUT THE STUDY OF CONVEXITY OF NONDERIVABLE
FUNCTIONS

Abstract. A convex function has finite lateral derivatives in
every interior point of its domain and also it 15 contimuous n every
interior point of its domain. Based on these and related properiics,
we formulate a simple algorithm that determines about a8 given
{1 — R— R function ifit is or it isn't convex (concave) onJ .
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