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TEOREMA LAX-MILGRAM CU APLICATII LA PROBLEMA
PERTURBATA LAPLACE SUR CONDITII DIRICHLET

Cristinel MORTICI

Fie I' & R™ un deschis 51 A : iNA) & J'.ﬂ[.lr.J:l — L“[D] un operator,
Comsideram urmaloares problema:
1 ~Antut+ dun=F pe D
oA u=10 pe 00 ’
Pentru A = 0 se obtine problema stadiate in [1).

Definitie. w £ Hy (D) este solutie slaba a problemei (1} daca
(2) f?i&?“ + J[-u-r.' + f."m = fft‘ . Yuee Hi(D).
2 i o =) — -
In continuare, vom da o teorema de existenta sl unicitate a solutie slabe

a problemei [ 1), apoi modalitatea de trecere la solutia clasica.

Teorema 1. Presupunem ea A INA) © L3(D) — L* D)) este un oper-
ator liniar, conbinun si wmonoton, Atunci pentru orice [ & L1, problema
(1} are o unica solutic slaba u & Hy (D). In plus, daca A esie auloadjiened,
fureet 1 realizensa

& I éf ;?1‘!4—!24-.-"1.-.'—[|_!.
) 1:-;]}]%{1‘1‘_1} {En{ ul” +1 4 T} _”-f

Vorn utiliza urmatoarea

Teorema 2 (Lac-Milgram). Fie H un spatiu Hilbert sia: HxH — R
o forma bilintara, confinug &i coervive. Atunci pentru orice f € H' emata un
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wpiie w & H asffel dncat

{4} afew,1) = flw) , Yee H
In plus, daca o csle smetrica, afwnci w realizesza

e s 1 e .

() {!!I?.Léj. {Eﬂ.l:t-,t}—f{t:l} .

Solutin esbe data in |1, pu";,fi.“hl sl foloseste teorema de representare o lui
Ricse 51 Leorema Piecard-Banach de punct fix,

Demonstratia teoremed 1. Lucram in H = Hy{D) inzestrat cu pro-
dnsul sealar

i) (1, vy = (0 + (Vu, Vo) s.

MNorma indusa de produsul E?Cﬁlﬂ-r egte :

I:FJI |i'”"|}r-’ﬁ = "“"?;.' s |1T.-'u||}t:. ;

Pe I consideram forma biliniara

(&) alu, 1) = f‘f-"f.u.?'rr + f'rn'.'-l- j A e,
n o I

Yorn demonstra oA este comtima &1 coeretva. Inlr-ndewver,

['TI e, v) = (W, Virhpz + (o, v) 2 + (A, )z,

san echivalent:

(9 afu, v} = (u, vy + (Aw, v)gs.

Rowulta

[ee(n, 2)| < ||:-1.L,'i'f]l|m | |{.-'1L.L,'i':}|Ll < |lu i .li""H.-l. 4 ||_='-'l'r_|!|ilr_..J :|-L.||£.2 <
< Nloell g Bellgg + 2 el follee = Mellg Nl + e el g 1ol =

< fe 4 1) e |H§ |"-'"f_r,{'

Deci afw, v} este continua (am folosit faptnl ca | = '|1¢:|ng . Forma
celi 51 ool vas
alw,v) = ||1;'|2Hﬁ + [ Ar, v = ||Tj|:ir_1| .
Clonsideram f = H' data de formmla '

(10] Flo)= ff?.': wuv e H.
o
Putern aplica teorema Lase-Milgram pentru forma biliniara au, v) data de

(8) &1 [ e M data de (10). Asadar exista s este unic w € Hg(1}) astfel incat
(L1) alu,v) = flv), Yve H)(1),
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adica locmai (2), coea ce Inscampa ca @ este solutie slaba a problemed {1).
Dace A este antondunel, alunel a este simetrica st ave loe (3).0
Vom da urmatorul regultat de revenire la solutia clasica a problemed (1):

Teorema 3. Presupunem ca I C RY eate de clasa G si [ « C[D). Fie
we Hy(h) o solulie slaba a probleme: (1), Dueca i plus, o € C21Y), wlureet
u esle zolulic clasica o problemei (1.

Demonstratie. Din ptul ca uw € HE(D) N f?{E‘], rezulta ca u = U pe
a1 (1], peye171). Chun w este solutie slaba pentru problema (1) =i Hy (D)

el densa in .i':zl_rﬂ], avem

(12} /[—.ﬂu +u+du - lw=0 , Yee HID).

o
Remulte ca —Au+u+ 4w — f =0 ap! pe IXIhin continnitate avem:
(13] —Autu+du=] p [}
adica u este solutie clasica.[]

Remarca. | Jaca mloosim [1J e AcuAd- T, obtinem o alta forma a
prohlemei (1):

: —AutAu=F pe D
(14] { wu=0 pec OO

gl rezulta mrmatoarea:

Teorema 4. Fie A un operalor Bniar, continue astfel incat A — T este
monoton. At pertru orice [ € LA DN, problema (14) are o solutie slaba
unden w © HE(0). In plus, daca A este i aufoadjunct, alunci u realizenza

4 i % Tyo| 2 1o A e
(La) 1.-_]::3,J!:E']r1‘,.{3.£{|??| + 1+ A _!fﬂ}

Observatio. Daca in teorerna 4 se alege A = /| se obtine caznl particular
tratat in [1], pug 175

CAZUL DOMENIULUT MARGINIT.

In contimmare vom stadia casul cand D < BY este un deschis marginil. s
de clasa €', sitnatio in care are loc urmatoares

Teorema 5 {Poincare). In conditiile de mai sus, exista ¢ = 0 astlel
incat
(16 lull,, < cllVull,, . YucWeT(D).
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In partienlar, in H} (D), eepresia fv'rj:"?'i'.' eate un produs sealar eare indoee
n

norma || Vel;s cchivalenia oo | 0 Avemn
(17) aflullge = Vul,2 < bul,. .
inexalitat] pe care le vom folosl in cele ce urmeaza.

Teorema 6. Fie [} © 1Y un deschin margingt de elosa €1 wi A IXA) C
LHD) — LA D) un operator lintar, condinuw, monoton, Abunc perdru orice
f e L*(D), problema
(18] —Au+An=[ pe [}

E w=1{0 p O
are o solulie sleha wnicnw © HE(12). In plus, doca A esie autoadiunct, abunc
W realizenza

{198 i 1 L v A — : T
(19 L-.-T}}ﬁm{z.ﬁﬂml + 1 An) if‘i}

Demonstratie. Consideram pe H = Hj (D) forma bilinara
() af{uw, v} = (Vu, Vvl + (Au,v) e
si f & H data de formula
(21) (@)= (f,v),2 , "weH
Vom arata ca alw, v} este formea biliniara, conlinua s coerciva, [olosind (17),

apol 62 aplica Lax-Milgram.

jafw, 2| < |Vl o Vol g bl Auf o ol = 6 |l g [o]ue e llal gl =

< (6% +e) llullus llvlls

ﬂ[:.;_l: 1|:| = |i"\_-"1_'||'f2 — |:,-"-1.:I.I:'?.':|L:e £ I!?I'li-;u i rj'.2 :li"||§11 _|_.

Obscrvatii. 1} Are loc sl in acest caz nn rezultal asemanalor en cel din
teorema. 3 de revenite la solutia clasics, iar demonstratio este aceosasi.

21 Conditia din teorema 6 ca A sa fie monoton este mad slaba decal aecen
din teorermna 4 ca A — f sa fie monoton, pentru ca A — [ monoton=— A

ool o,
Excmplu. Fie a & (1) astfel incal B
(22) 1=a{t) = M . Wte D,
Definim A : L*{{2) — LA} prin Au := au,
A esle bine :l:.-l]nita:j lau® < M [|ui3 Remulta ca ew € LAHD). A — 1 este
o p Fe
monaton: (Aw — vz = J‘[ﬂ — 1)u* = 0. Suntern in conditiile teoremei 4.
f
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Asndar problema

Fe —Auwtau=Ff pe D

L u=0 pe 4D

are o solutie slaba unica u € Hy(D)). Decarece in acest caz A este simetric,
u realizeaza minimul

(24) ] _IJ[ o|* & an?) — ’
[ 24) 1_.;;5{:5}{“ (I¥u* + av) Ji{f-v}

n
Daca [2 este marginil, aluned conditia (22) nu mal este necesara.

W
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LAX-MILGRAM THEOREM AND APPLICATIONS TO
PERTIURBED LAPLACE PROBLEM WITH DIRICHLET
CONDITIONS

Abstract.Using Lax-MMilgram theorem, it 18 studied the problem

“AudutAn=F o D 1]
u=10 on aD ' A

where: 1) C R iz open and A : D{A) © L“EIZ.D‘J'I — L"![D] is given, The results
from this paper generalize the well known case 4 = 0 [e.g. [11}. The linear
case i considered, then analopne results can be established in nonlinear case
as variational inequalities.FFinally, some applications are given.
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