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CONSECINTE ALE POZITIVITATII UNOR MATRICI

Constantin P. NICULESCTT

Problema 55 din capitclul XV & binecunoscuted enlegeri de problerme de
algobra a Ini Nastisesen s colaboradorii [2] cere si sc arate i daci 17, ... F,
sunl mmliimi finite, alunci determinantnl matrici A = (55055, unde

ey = Card (F; N F}),

este nenegativ, Demonstrafia oferitid acolo constd in & ardta oi A este de

forma A = BB, pentrn o anurme matrice B £ Mo(R). In realitate, un
rezultal mult mal precis i mai general functionensi, iar scopul notel de
tatd este aocla de a-l relicla, nrménd calen cea mai nalurald, aceea a Leoried
spectrale a mairicilor autoadjunete,

incepem deei en o scurtd pregentare a acestel teoril. Cititorul interesat
poate consulla cartea de Algebri linlari a loi I M. Gelfand [4] pentru delali
mplimentare.  Foarte instructivii este sl culegerea de probleme a lui I M.
Glasman gi Tu, L Liubici [4].

Spectrul unei matrici A € M, (C) s delineste ca find mulfimes o{A4) a
tuturor numerelor complexe A pentri care matricea AJ— A nn este inversahils,
Neinvertibilitatea Ini Af — A este echivalenta en faptul i sisternnl O]

(Af— A)z =0 (1)

are solutil nebanale. Valorile A € C pentru care existd voctori © € O nenuli

astlel ca Av = M poarld numele de valori proprii ale lui A, In acest mod,

spectrul ni A constd din Lolalitatea valorilor proprii ale sale.



Neinvertibilitates unci malrici este echivalentd de asemenca en faptul
cd determinantul ei este oml. Prin nrmare, spectrul consti din totalitates
radacinilor asa mumitului polinom caracteristic al lui A,

PaA) = det{dd - 4) =
= A —Trace A A" ... + I:—l}“-:iet A

Frin termenul de mmltiplicitate a wnei valori proprii vorm intelege di-
mensiunea subspaginlul vectorial Ker (A1 — A}, iar acessta eoincide cu mul-
tiplicitatea lui A ca rédddcing a polincmula caracteristic,

Relatiile Vigte ne arata ci

il

Traee A4 = Z Bhn

k-1
este egal en snma valorilor propril, luate cu muliiplicitales lor, iar der A este
egal cu produsul valorilor proprii, lnate cu multiplicitates lor.

O matrice 4 £ M, (C), se zice ci este autoadjuncta daca

{H.E, z} = {z, Ar) pentru once x € C%; (2%
alcl ':r: -} desernneazd produsul scalar enclidian p E“_, delinl, prin formula

1

I} ll' ~ ——
':':l'.-:'n'Il _ ! -‘71:1&

Bl
unde & = {5, ...,o) 5 ¥ = (3, ... 1) Este imediat ca o matrice A4 -
(g Jeg € Me(C), este antoadjunctd dacd g1 numai daca este egala cu ad-
Juncta sa, A4* = {af;};;. unde

ﬂ.t

G = @ pentru orice i, j € {1,...,n}.

Teorema L. Spectrul oriciivel mafrici autoedfuncte A cste consliluil numas
din numere reale.
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Demonstratie. Fie A = a+17 co J % 0. AManci
{Az — Az x) — {x )z — Ar} = 26 ||=])?

astlel ca aplichnd negalitatea Cauchiy-Schaware oblinem

213 - |l|]? < 2

b H

| - [| Az — Aa|

de unde rowulld e sisterml Az — Ar = 0 wu are soluiii nennke e, A &

afAdl. W
Vorn spune off o matrice A (necesar autoadjunctii) este pozitivii (i notam
A= 0} dach

(Ar z) >0 pentru orice x € T,

Lemi. Toale valorile proprit ale unei malrici A pozitive sund soomere pogzi-
FEIE

Se poate ardta ci A > 0 daci g numai daca o(A) C [0, 00), Vezi orice
curs universitar de Algebra liniara, de ocempln [3], san [7]
Demonstratie. Intr-adevir, dacé A € a{ A), atunc potrivil unei obsorvali
de mal ans ar exista un vector nenul v astfel ncit Av = Aw. Or,
0 < {Av, v} = Ay, v)

gi cum (i1 = 0 conelugiondm cia A > 0. W

Lema de mal sus este importanta deoarece permile relormulares matri-
ciald a megalitdfilor clasice privind funectiile simetrice elementare. Spro o
empln, imegahtaten medillor se poate reformula astfel: Fie 4 & M (R) o
matTioe pozitiva. Atuno

1

TL

Traoe A > (det A)''™

cu egalitate dacd gi marnal dacl A = A+ ] pentru un anume numir A >

(.IndicAam in continuare o importanté clasia de matrici pozitive, poséd in ev-
wlemia de teona aga numitilor determinanti Gram., Pentru acessta avem
neviae de nojinnea de prodos hermitic.

Fi: F un spadin vieeLorial poste corpal . Nurim prutim-i hermitic pe
E orice aplicatie B F = F — C cu wmitoarele proprietili:
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1) Blz, z) > U pentra orice ¢ € E;

i} Bl{x.4) = Bly.r) pentru orice x4 e B;

iti} Aplicatin B este lindard in prima variabili (g anfiliniard n o doua
variabili) .

Produsele hermitic care verilici si proprietatea

Blr,z) =0 implici z=20

poarta munele de produse scalarc.,

Teorcma 2. Fie I un spafiv vectorial peste corpal U inzestrat cu produsd
hermitic B: FE x E — C.

Atunci orteare ar fl clementele vy, . v, € E, matricea A de coeficienti
ag = v, 1) este positiva.

In particular, determinaninl 1 (eunosent o literaturd ea determinantul
Gram al familiei Uy, e, 1',_,} eale nenegativ,

Demonstratie. Avern de demonsiral ci

CA%, 2y = Z gty == 0 penlru orice & = (4, ..., 8, ) € C™.

£ j

Or,
Z M M; = Z B, vy e
iy i f
= B am, Y an) >0, m

In cazul produselor scalare cuclidiene, determinantul Gram este un indi-
cator al himar independentei familici penira care este calenlat. Anuene, ol
esle skrcl peeitiv pentro familille lintar independente si nal pentrn familiile
lintar dependente. an.r-&devéir, presupundnd ci

v, = |:_'L']1., ins l.’j_ﬂ,J
W = [t}h.l PLEET] t'l:lm.l:l

un calenl sirnplu ne aratd cd
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: ] E
(vi.tn) oo {vg, ) Upp e Ugn y L T

det = det
(g, 2 ) {17, 7 ) a1 e ,u'l Ul Urin
i T T :
= |det
i i

ﬂ'l! T‘I.MLI].LJ-ILE.‘- IIJZI.I:-\].E.I.II"_! TLH.E.'L'I:].-L'I. 2?

In camul spatiului enclidian €, considerdnd doud elemente arbitrare u gi
v din C", urmeazd ci

() (w2} Y a
o ( wou) {o.2) ) =A 3)

cu egalitate nurmal daca w g v sunt lindar dependente. Or (3) reprezimta
imepalitatea Canchy-Schwarz

] '|I 2 - A 5

[{ee, ) 1° < (i, w)qu, v,

eare se ponle exbinde la cneul general al produselor hermitice, de aceensgi
manierd [ g1 cazul de egalitate).

[Me: (X, X, 2] un spajiv cu misurd finitd; aceasta presupune ci X este o
a—alpebrd de pirdd ale lui X s g0 £ — [0, 00) este o misura o— aditivi,
Pe apatinl LA(X, B g} (al functillor avind patratul modulului integrabil) se
poate considera produsul hermitic

gl = f flz)g(z)dp
X
g funelionessd concluzia Teoremel 2. Decarece funciia caracteristica x4 a
oriciirel muliimi A £ ¥ apartine spatinini T2{X, 5, ), reomltii ci pentra oriee
farnilie de mmliimi A, .... 4 din B, matrices de coclicient
a; = [ X, (#)xa, () dp
o X
= f X agna, () dpe = p( A 1 Ay)
w X
este pOZItIVA,
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Problerma menfionatd la meeputul acestul articol constituie cazul parti-
emlar cdnd X este o muliime finitd, ¥ = PiX), lar g este masura de car-
dinalitate a parfilor lui X. A se compara cn cagul cmpurilor clasice de
probabilitate,

Produsele hermitice nue sunt neaparat atasale spatitlor cn mésuca, Asilel
pe algebra M, (C) [algebri pe care este delinild operatia de adjunctie) putem
considera produsul hermitie

(A, By = Trace B™ A
gl, corespunzator, putem dispunc de conclosia Teoremel 2. Inegalitates

Canchy-Schwarz se citegte in scest caz:

[Trace H* A|* < Trace A" A - Trace B*B, pentru ariee A, 1 © M, (C).

Dorim in tnchetere si ridicim o problemé deschisé legatd de generalizaren
Teoreme 2.

Csi M, (C) constituie exemnple de £~ algebre. Ve cartea lui R Cristescu
[1] pentru terminologie.

In Matematica avansata a timpurilor noastre se ulilizeasi conceptul de
pre- A—modul Hilbertian pentru nrmitoarce generalizare a spagiilor cu pro-
dus hermitic, Vezi [5].

Fie: A o 0" — algebrd, en norma ||

Tn pre- A—maodud Hilberf este un spatiu vectorial comploe [ care eate
un A—meddnl {la dreapla) inzestrat cu o aplicatic < . =: B x E — A, care
este limiarid in prima varlabila s satishes nrmiloarcle relatli pentrn orice
r,yE Fglorieebe A

ez ax=>0

) < o,y >'=< y.r >
bl

N} < T,y =< LY > a.

Fste usor de vzt ci inmulfirea cu scalari §i stroctura de A—modul (la
dreapta) & Ini K suntl compatibile in sensal c&

{Ar)a = Alza) = =(Aa)

pentru orice A,z € K, a s A
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Orice L™ — algebrd se poste privi ca un pre-modul Hilbert in rapord cu
proxdusunl
< A I} »>=B'A,

S& observam de asermenes ca orice spatin vectorial complex insestrat oo un
produs hermitie constituie un pre- C—modnle Hilbert pentru orice z.9 € K
g1 oriee a © A

Care este analogul Teoremel 2 in cazul pre-modulelor Hilbert? Chiar
g1 chestiunes analosulul inegalitatit Cauchyv-Schwarz este deschisa in acest
comtext, Intr-o comumnicare [6] In & XV1l-n Conferindid de Teoria Operatorilor
de la 'T'imisoara (22-26 unie 1998} am propus urmétornl candidat al nnel
inogalitili Canchy-Schwars generalizate:

f

1 :
S T e j |:1'r.' < I, A T B L i, ~ /2 -r.-:| i4)

L

unde u g1 v sunt elemente convenabile din A en ||| < ||y |42 g [[ar]| = ||=] WE

Inewalitatea (4} este simpld In cazul algebrelor A comutative, dar cazul
general pare dificil de solutionat in acest moment
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MATRIX POSITIVENESS CONSEQUENCES

Abstract. Starting with a proposed problem in [2] {Problem no. 35
in Chapter XVT) which asks to prove that the doterminanl of the madrix
with where are finite sets, s positive, we announce and prove a more general
result, using the framework of nutoadjinel medrix spectral theory.
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