Lucrinle Seminarului de
CREATIVITATE MATEMATICA
Vol 9(1999-2000), 105 - 108

FUNCTIA DE DISTRIBUTIE A NUMERELOR FRIME
Laurentiu PANAITOPOL

Penlru x>0 notdm ITl{x) numirul numerelor prime =< x
Avem deci:

M{x)= >

¥ frim

In  studwl  distnbufien numerelor pime este esenpiald
cunoasterea proprietitilor functiei T1

Primul matematician care 3 intuit comportarea loi IT este

X {ff
Ciauss, El vedea cii [1{x) este comparabild cu ,[ﬁ ceea ce inseamni
In

() 2, Inx

I
adici lim%— L

Inx
Acest rezultat este corect, insh demonstrarea lui s-a realizat
peste aproape un secol. [n 1808 Legendre a ficut conjectura

(2) ix) -
unde lim A(x) = 1083686,

i e

In realitate avem lim 4(x) = 1, nsk presupunerea fcuth de

X
Inx— A{x)

Tegendre este remarcabald. Tabelele de numere prime  exisiente,
intocmite cu gutorul calculatearelor aratd ¢ numerele penlru care
Legendre a ficut verificini ajungeau pénd in jurul lni 10" si aceasta in
conditiile de acum 200 de ami! Pnmul care se apropie de obtinerea
relafict (1) este matematicianul rus P. Cebdgev, care a artat in 1852
cdi:

L

x
0B9— < Il{x)<111—
inx ()<l Inx

Ins



pentru x suficient de mare
Demonsitafia relatiei (1) vine in 1896 si este obfinuti
independent de catre Jacques Hadamard g Charles de 1a Vallé Poussin.
Dupd aceca s-au publicat si alte demonstratii, dintre care unele
sunt elementare, insd deosebit de dificile. in 1962, 1B. Rosser si
L. Schvenfeld au ardtat cd

(3}

lnx -

De curdnd s-a demonstrat ci

X
= e |
(4} [{x) s T pentru x =
gl
2 3299
(5) I{x) > - 28 pentru x = .
Inx 29

Aceste inegalitiiyi permit aproximarea lui T1{x) dar nu si calcularea sa.
%-a pus, desigur, problema obtinerii unor formule pentru TT(x)
gi s-au obfimut cdteva rexultate insd, din pacate, ele nu au valoare

practicd. W, Sierpinski a aratat ca pentru x =3 avem
[=] / g i e

=1+ | 1-lim| 1-JT sin* —

() Mix)=1 Ek "]_J:rlL IT sin’ =

O alut formuld care nu face apel la calcularea unor himite Tnsé

utilizeazd partea intreach este urmatoarea

(7 I[[I)_—1+f[{k—‘l']l &U";?‘“U

In continuare vom da o formuld inspirati din cea a lui Sierpinski. Vom
demonstra mai intdi urmitoarea lema.

n—| s T ;
Lemi, Pentru # = 3 numir prim, numerele F, — H gimn ; gl

( l}[”"'] au acelasi semn,

HT

Demonstratie. Avem e

"

k

S
T+, | T §
sinlhsr +a) = (—1)" sing unde A cZ.
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. e == [m]
Notind 5. =Y —| re * = (-1)™ M= x. C
Notind S Z ;‘ rezulti 7, =(-1) E:sm{kj"r. Cum

k=21

*%JLJI :-_'[[],;r] gi deci siu{-z =0 reaultd ci P, s (- 1™ au acelasi

Sem.
Se noleazd T (k) mumérul divizorilor naturali ai lui k. Este

cunoscutd relafia
o iy

Z. (k)= E: s |
=1 F=1 _'ﬁ:
din care rezultd

(8) 8 =3 r(k)+4-n
k
Deparece pentru # =[] o™ avem

T(n)= E[[I +a,)

rezultd ci t(n) este impar dacd si numai dacii n este patrat perfect g

din (8) obtinem

S =1(2°)+ r[31]+ e TII*»."E ]— n (mod2)

=[n|-1-n (mod2)

Pentru n prim, 7 = 3 avem

(9) S = l«ﬁrJ (mod2)

sideci (—1)™ si (- I}[""] an acelagi semn, ceea ce incheie demonstratia

lemes
Propozitie. Pentru x = 3 avem:

M{x)=1- i[f- Jfl""']'” f’,,]

Al
unde F, = I] smn =
k=2 &
Demonstratie. Pentru n compus avem [ = 0 s deci
k— l]l';"] lf’n]= 0. Pentru n prim impar avem | }(—l}[”'"] F >0 s

deci [~ 1} =1,
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ABOUT THE DISTRIBUTION FUNCTION OF THE PRIME
NUMBERS

Abstract. In this article we establish a new formula for
l'[lfx]: > 1, the number of primes not greater then x-

[{x)=1 —ﬁk— 1k P] (x=3)

B pema
a1

|
where P, = [ | sin ”E and | ]denotes integer pari
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