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ASUPRA UNEI TEOREME A LUI VOLTERRA PRIVIND
FUNCTITLE CONTINUE

Aurora RADULESCU

() bund parte dintre notiunile analizel matemnatice se bazeazd pe posibil-
itatea masurari distantei dintre puncte. La inceputul secolunhi al XX-lea,
mireaga evolutie antericard a analizel a permis introducerea g dezvoltarea
puternici a tecriei spatiilor metrice, sle cérei notiuni fundamentale au fust
formulate in 1906 in [4] de citre matematicianul francez M. Fréchet. Con-
form Dheudonné (2], “pentru a desprinde proprietitile legate de obiectele
studiate. Frechet a avut ideea geniala de a nu E[J'f.'l'.'-i.ﬂ[:E. neapdrat natura aces-
tur obiecte, i de a studia o anumitd multime, pe care este definita o finectie
distanfd intre dond elemente arbitrare, cu valori nenegative gi verificind trei
dintre proprietatile clasice ale distantei euclidiene.”

O rultime 1 se numeste spajiv melric dacd flecirel perechi de elemente
.y € E | sa asuciat un numér real d{rx, y) astfel incat sunt indeplinite
conditiile:

L) diz,y) = 0 pentra urice =,y € I 5 d[x,y) = 0 dacid gl nurnai daci
G£ = y;

2) dix, y) = dy, =) pentmn orice x,y £ E {proprietatea de simetrie);

3) dix, z) < d{x,y) + dly, z) pentru orice x,y,z € F {inegalitatea tri-

urghiului),



Functia d - £ x K — R se numesgte metricd, inr d{z, y) semnifica distan{a
intre punctele r 51 9.

Exemple: (i} Orice multime 7 de pe axa reali R este un spatin metrie
in raport cu distanta dx, i) = |l — y|. In mod analog, orice submultime / a
spatiului enclidian R™ poate i privitd ca spatin metric inzestrat cu “metrica
enclidiand”

iz, y) = /(w1 — ) + (22— wa)? + o 4 (20— )2,
uII.d'E £ = I:::Ef:':rz: fhoeley :rre_:l: # = l::y]: H:I'-. i :yiﬂ_]'

{ii] Cerenl
S5 = {(z),x2) € R 22 + 2] = 1}
este un spatin metrie, distania dintre dond puncte fiind cea mai micé dintre

lungimile arcelor determinate de cele dond puncte de pe cere.

Majoritatea mulfimilor de funelii intalnite in problemele de analiza pot fi
inzestrate o “diatante” definite in concordants cu problemele studiate. e
pildé, multimesa ([0, 1] a tuturor funetiilor continue u [D, l] — R este un
spatiu metrie, distanta dintre heinctiile @ 5i v find definit& prin

(1) Teva v | -
{2, 2] r':]1"1’:-':1-;: tt[ﬂ] 'Ll.r_fjl -

In lucrarile legate de problemels de tip Sturm-Liouville
sa1 in atudiile de tearia probabilitéfilor este mai utild metrica

dfu,v) = ( [D g T,-f;_;.p,uj r,

rare definegte un alt apatin functional decsebit de important, notat cu L*(0,1).

Remarcim ci orice muljime poate fl privith ca spaliu metric in raport
cu mefrica triviald

1, dard @ £y

0, dard = y.
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Daca | F:, d] este un spatin metric, se numeste bild deschisd de razd r > 0
g1 centtn Iy € M multimea

Blrg,r)={r e E;d{z,xg) < r}.

Notinea corespunezitoare de bild inchisd Hag,r) de razd r > 0 51 centru x,

se obfine inlocuind In definifia bilei deschise relatia “=" en <7, O multime
A E oeste deschisd dacd pentru oriee g © A existd o bild deschisi rentrata
n ay gi continuta in A. O multime A © E este inchisd dacd complementara
sa este deschiza.

(} multime A dintr-nn spatin metrie {12, d) se numesgte densd doaci orice
bila deschizd centrata intr-nn punct din {7 contine cel putin un punct din A
De pildi, mult{imea numerelor rationale este densa in multimea R a numerelor
reale, iar roultimes |::"1: oo 1) 8 punetelor de coordunate rationale este densd
in spatinl euclidian r-dimensional.

Notiunile tundamentale de convergents, continuitate, ete., stabilite pen-
fru axa reald, se transpun corespunzator in eontextul mai general al spatiilur
metrice, Vom reaminti doar definitiile g1 proprietitile de care vorm avea nevoie
in vederea emuntdrii 31 demonstrari rezultatului principal al acestel note.
Pentea mai multe detalii legate de notiunile prezentate recomandam recenta

monografie [3).

Fie {E.d) un spatiu metric. Un sir {r,) de puncte din £ se mimeste
comiveryend catre un punct @ £ IV dacd pentru orice = = ( existd un nurmdr
natural NV, astfel inct pentru orice n > N, are loc inegalitatea dx, ) < .
Dacd (17, dy]) g (I dy) sunt spatii metrice, atunel o fanctie v 1 F — F se
numeste condined o punctad my © FF dacd pentri orice = > ) exiata & =
astlel incat din conditia (@, 1) < & sd rezulte do(f(x), flzm)) = & O
funetie continul in orice punct din E e numeste conditied pe . Una dintre
cele mai simple funetil continue este aplicatia «# : £ — R definitd prin
u{x} = d{x,zn), unde (E,d] este un spatiu metric gi p € E. Aeest lueru
reznltd m1 ugurin{a din inegabitates trinnghilul.

Sirul {xy, ) din spatinl metric (£, d) se numegte sir fondomendal | g Cawefay)
dacé pentru orice £ > 0 exdstd un nurndr natural N, astfel ineat pentru orice
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no= N, giom = N are loc inegalitaten d{r,, ) < =. Folosind inegali-
ratea triunghivlui, deducem ci orice sir convergent este un sir fundamental.
Reriproca acestel proprictiti nm este adevarati. Intr-adevir, fie multimea
fi = (0, 1) inzestratd eu metrica uznald a axei reale. In acest spatin metric,
girul 1y = 15 (= 1) este un gir fundamental rare o este convergent. Acest
exemplu impune introducerea urméatoarei clase importante de epatii metrice,
Un spatin metric (I, d) se numeste complel daci orice gir fundamental din 5
este convergent. citre un element din E. Spatiile metrice complete sunl. car-
acterizate de wmbtoarea propriclale a bilelor fnchise, cunosentd sub numele
de principiul it Candor: un spatin metric este complet dacd gi nnmai dacé
urice gir descendent de bile Inchise nevide, de diametr tinzand célre zero.
are un punct conmn,

() proprietate foarte interesanta a spatiilor metrice complete, cu implicatii
profunde in multe directii, este 0 Leorema demonstratii independent in 1898
de (sgood pentru axa realis gl in 1809 de citre Baire [1] pentru R™ daci
[ £, d) este nn spatin metric complet si (I/;) este un gir de multimi deschise g
dense in &, atunei intersectia lor este, de asemenea. densa in /. In contextul
general al spaliilor metrice complete, aceasti proprietate este cunoscutd sub
numele de lema fui Badire. O frumoasd aplicatie a acestui rezultat a fost gisitd
in 1931 de citre Banach, care a aritat rd “majoritatea” functiilor continue
w: [0,1] — R nu au derivati la dreapta in nici un punet. Intr-adevir,
wbservam ci multimea ([0, 1] devine un spatin metric complet in raport eu
distantu definita in relatia (1). Pentru orice intreg = = 1, fie F, mltimes
funetiilor u : [U,1] — R cu proprietatea e existd x {care depinde de u) astfel
incat

1

Dee<l- ey g |u(E)—ulz)| < nld-2). Ve < < B4

n+1’
Multimes £, este inchisd in [0, 1], deci complementara sa I, este deschisa.

In plus, multimea [7, este densd. Aceasia rezultd din faptul cd pentru orice
w i (0, 1] 5 pentru orice A = 0 g £ = 0, existid o functie v € O, 1] astfel
incat d{u,v) < g, iar derivata la dreapta a lui v existi in orice punct si este
cel putin M 1n valoare absoluta. Pentrr aceasta e suficient sd ludm o curbi
tip dinti de fierdstrdu, al carei grafic este sitnat intr-o handa de litime = in
jurnl graficulni lui u, iar numiérul de “dinti” sa fie suficient de mare astfel
incat fiecare segment ce compune graficul si aibi o pantd mai mare ca M
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san mai micd decat —AM. Conform lemei Ini Baire, multimea U7 = ., 7
este densd in [0, 1]. Folosind acum definitia multimilor F,, rezulté ci orice
functie w & I7 nu poate avea derivatd la dreapta finitd in nici un punct din
intervahal [0, 1].

In 1831 Volterra a dermonstral un rezultat in aceeasi directie ca acela sl lui
Baire 51 Uspood. Mal precis, Volterra a ardtat cii dacd dond functii definite
pe b cu valori reale sunt continue pe submuliimi dense ale lni R, atined
mullimea punctelsr comune de confinnitate este densa in R, Acest rezultat
s fust publicat in [7], iar demonatratia sa eate reaminritd in [3]. Scopul acested
note este de a pregenta o generalizare a rezultatnhna lni Volterra in eontextul
spatiilor metrice complete, ardtand in plus cd mullimes punclelor comune de
contimuriate nw esle numdrabild In particular, o fanctie w - B+ R mu poate
fi rontinma doar in punctele ragionale. Mai precis, vom demonstra nrmiatorl
rezultat.

Teoremi. Fie (E d;) wn spafiv metvic complel 3 (17 dy) un spatin met-
rie. Fie doud aplicafii w, v E — F. Notdm cu Oy 5 O, mullivnile punctelor
ele conadimenglode ale i wog v @ presupunem of aceste mulfimi sund derise @
Foo Abuned €y MOy este o mallime densd in E. In plus, dacd E nu esle o
mindtine nwndrabild, atunct O 0O este nenumdmmbild,

) conditie suficientd ca un spatiu metric complet [ E, d) sa nu fie mimarahil
(& se vedea Filov |6]) este ca multimea I sd fie fard puncte izolate. Ream-
intim cd nn punct &y se numeste izolnt dacd existi o bild centratd in ooy
care 58 mu confind nici un punct al mmltimn N diferit de op. Resultatul de
rmai sue afirmi In particular cd dacd multimea ponctelor de continuitate ale
unei funetii w @ B — R este densd in R, atunci aceastd mlgime na eate
numarahbila. Gandol ne poartd aicl citre functia lui Riemann

_ 1 daci » £Q
uz) =4 ) P
-, dach r== pgcZ g0, [pg) =1,
q 4

rare este continma pe mnltimea namerelor itationale.

Demonstratia teoremei. Fie 0 = {o, 00,000, 00,00 +] o submmitime
nurmirabild arbitrard a lui . Observdm cd, pentru s incheis demonstratia,
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este suficient sa aritim ca
(2} Bla,r) N, NG 0 A8,

pentru orice ¢ £ £ gi otice r = (), unde B{a, r) semnifici bila deschisi
din I en centrul a gi de razi r. Intr-adeviar, daci {2} este indeplinita, atune
Hla, r)nC, NG, AW deci O, N, este o subrmultime densid a lui E. Relatia
(2) implica gi faptul ed mulfimea €, N, mu este numérabili. Intr-adevr,
presupinand contrariul, putem alege O = Cy,M0;, dect Bla, r)NC,NENT =
. ceva ce cuntrazice [2).

Pentru a € K g1 r > () fixati, fie ay = @ g rp = r. Definim inductiv sirurile
(an)nz0 © F g (rodaso © B, on nrmitoarele proprietiti:

(i) F{an_l:rnﬂj — Blag,ra), pentm orice n > 0

{ii} ¢, £Bla,,r,), pentru urice n > 1;

{ifl) dacd n este impar, atunci dg(u{z), w(y)) < 1/n, pentm orice x,y €
Hlag,m);

(iv) dacd n > 2 este par, atunei da{viz), v{y)) < 1/n, pentou orice g €
Blag.1h).

Aceste siruri sunt constmite astfel: am definit deja ap 81 . Presupunem
ci am definit ap si vy, pentru orice & < 1. Darl n este Impar, alegem
ty € Blag_y,ru—1) M Cy. Observam ci un asemenea element existi intrucat
mulgimea €, este densd in E. Folesind acum contimiitatea lui o in iy
existd & = 0 astfel incat dafulx), ula.)) < 4. dacd di{z.a,) < & Alegind
armm 1y, > [ astfel incit v, < min{é, Z.r,_; — di{ay, ay_1)}, rezults ci daca
x4 € Blag,ra), atunci

dafutx). u(y)) = doulx), u(a,)) + da(ula), uig)) < =

Observiin, de asemenea, ci (an,v) C Bla, 1,70 1), Intr-adevir, daci
dl{-\l:,.“”:l {: lr.'1u1 E'-t'ml‘:|

dy (2,00 1) = dy(#,a0) +di{ag, as 1) = e i, an 1) < e,
adicd xr € Bla,—1.7u-1)-
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Dacii n este par, construim similar a, § r,, oo singura obeervatie ci
inlocuim u (resp. C,) cu v (resp. (7).

Deoarece B vste spatin complel si (ry) este un sir convergent la zero,
putem aplica principinl hi Cantor. Assdar, existd b £ (N,20 Bl 7). Mai
mlt, decarece Blan, .70 1) © HBay. ), deducem ci b £ Bia,,r,), pentru
ceice w2 )

Aratam in eontinuare cd funetiile @ e si © aunt continue in b, adica & =
(' M. Pentrn 2 2= 0 fixat, alegem nn intreg impar /¥ astfel incat 1/N < e,
Folesind (i1i), rezultd ed dacd & < ry — dy(b, an) atunc dafulx), uib)) =
/N = 2, dacd dy(x. 8) < & Acensta probeazi continuitates hi w in b In
mod aimilar deducem ca b < (7,

Deaarece & € Bla,,r,) g o, £B{a,, r,), pentr orice n > 1, reznlti o3
b £C, adica relatia (2) este demonstratd. Cu aceasta, demonstratia teoreme
este incheiata.
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ABOUT A THEOREM OF VOLTERRA RELATED TO
CONTINUOUS FUNCTIONS

Abstract. In 1881 Volterra proved that (see [7] and [3]} if two real valued
functions defined on R are cuntinmons respectively on two dense subsets of
R, then the set of common continuity points is also dense in R,

‘The aim of my paper is to generalize this result of Volterra for complete
metric sparea, proving in addition that the set of common continuity points
s nut conntable.

Particularly, a function can’t be continuous only in rational points.
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