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ASUPRA UNEI INEGALITATI PRIVITOARE
LA NUMARUL "e”

Andrei VERNESCU

1. Ficef : (0,00) — {0,0¢), efx) = (1+1)%, fz) = (144"
functiile care extind la varabila reali s pozitiva girorile de termen general
£y = |:1 + ?—J_P:I“, Fo = {1 + ;':IH-H converpente calre numaral o

Pentri a stabili dubla inegalitate

elr) <e< flz) (z>0) (L)

o e linde in [E‘l inegrlitaten de gimrd e, <0 e < f, 80 pot utiliza derivatele

e'(x) = e(z) ((AL)(x) -.=.-I|.1 ), =) = f(=) {{.ﬂ. L)) i:l iz = 0) unde

(AL x) dfi].r:lI:I + 1} = Iz, e apol, Lindnd seama de inegaditaten Ind Neper
1

x4+ 1

< [(AL}zx) < l; (& = 0}

regulta ca €' (x) = 0& Flx) = 0, decl functia r — e(x)este strict crescitoare,
iar functia £ — f{z) este strict descrescitoare. Comparfind cu limita la
oo, egald on e, obiinem Ifl}l

2. Fixistd o cale mai rapidi de oblinere & inegalitatia (1), [rd a mai [aee
ug de derivate: in inegalitatea lui Neper s restringe

(AL)(z) =In (1 + l)

x
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ge gepard in doua inegalitati simple, se Inmulteste prima inegalitate obtinota
en x4+ |, dar & dona en o ogiose exponentiazi. Se obfine( 1), Deci, utilizarea
derivatelor o g f7 o este obligalorie pentm oblineres inegalitilii L :I: o1 doar
pentrn oblincren monclonicd color doui hunelii.
o . -I k4 . 3 : . B . 1 I-' Bl lﬂ: L L]
3_. Ea: LLI-LLE.-\.I.I'_].'I':-].'E'I.J.LI acum dolbla u.l.t_'_ﬁallt_.ih_ iz < r_' " En S gy, GArs
precizeazs ordinul de convergentd al sirulul {e,.) citre limita =a, numarul e,
gan trecfind la vanabila realq,

E e o

Rk e e

Demonstrares sa revine la cea a dublel inegalitati echivalente obtinute
prin izolarea nmumaéarulul e, anume

(x = 0) (2)

w(x) < e wlx]  (x=0) (2')

unde arn notat u(z) = e(z) (1 + 5], viz) = e(z) (1 + 5 ). Desigur, ine-
calitatea (2') este o rafinare a megalitétii (1); aceastd rafinare este ilnsrratd
in fipnra 1.

in |4 (pag. 3z 216) demonstralia megalildln (2 csle complicats,
implicfind rewolvarcn s gaple probleme preliminare, care coniin desvolldr
tayloricne limitate gi care, in lnal, condue la resaltal.

In |4], pestru aoda o denonstradie mai strnpli megalitagdl (27, an procesdal
ca la punctul 1, obtinfind ca

e V) — 1 Zr+2 - - o
i [z) = ex) [([L‘U}[ 2) .T-—'l) 2e 41 {(2r4 I}E] o0

vr4+1 1

FE A - ; x)— l T a2
1 (%) = elx) [({.ﬁ.f]{ ) 1_.) 2r 252 Sl

de unde monotonla strictd a fanctillor w 51 v, dups care am comparat cn
Imita la 20, de asemenea numaml e, obiindnd [i!'tl. [ stabibires sernnuahn
derivatelor u' g1 v am utilizal negalilalea

2 1
< Inlw 1_:|—J.LL.E {.'ﬁ
2 + | [ vzlz+1)
wose vedea (2], pag. 273 gi Addenda), care reprezinta, desipur. o ralinare s
inesalitatil lni Neper,

(2 =0} (3
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4. Avilnd in vexdere cele presentate, se pune problema daca nu cumva am
putea objine incgalitaten (2') direct din inegalitatea (3), evitind utilizarea
derivatelor « g1 v, al caror calcul g1 minorare, rosporkly majorare, sunt la-
bomionse.

Si considerfim prima parte a inegalitatil [3), pe care o sericm suecesiy

.Tll"i = In I:l + %l:l gan 1 < Im Ifl + J—',}FHE_. der undet! e {I I _:;]rl '

i
1 1F
e < el (l | 1) . i}

[Yar \',I"IJ +% = 1+ ﬁ, deci din (4] si de aici rezultd partea dreaptia o
megalitagn (27

Sa conskloriom aeurn o dos parte A megalilain I:f_’p:I. ' aceastsa 0 semiem
SUOCEE]LY =
In {1+ ) = —— sanln(] +;1';]v2{ﬁ.|” <2 1, de nnde

3 TlEt 1)

e

1 -,f-":t{n'-l 1]
(1 + —) < B, (5
'

LV Aopumitid inespalianlee esitaz, oo fiagat, conosculdd, teoarcee s stic cil ooyis x— @, (@) =
(1= 377" £ 20, 0 ¢ B cote descreseiitoar [ineepand de la o anumith valoare ) dacd
i numai dasi o = % (4], pag. 38). Comparfingd o limita la 0o, se olgine inegalitatens.
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Acum afirmam cd are loc inesalitaloa

i ; Felet1)
1 | 1yVv
|+ — ol :
( Tj (Hzr-H) (1 w) )

T - . = : - ik J'..
Intr-adevar, aceasta echivalowsl succesiv en |+._J;r:!__—l -t:’_ {l -+ %j- Vi) T

AT I— = . g X
1+ ﬁ < f:l | ;FI Lo Yo 1 + ﬁ < [_}. + i] VEETTVTE g inci
| WEL i T4y ) 157
1 “ (1 i)

funde vom accepta, eventuul, o micd restriclic de forma o > a, cua = 0.
Vom demonstra (7). |infnd seama ca 14 21 =1 g ci

Trsl ”
VaE(r+1)+x = 2r + 1, obfinem

i 1_ J:_[:E'—TH: i s | '.!z-l_ : 1 4
5+ % 9%+ 1 A 3

unde am unde am polal 22+ 1 = £ g x (0, 00) echivaleazs cu § € (1, na).
Asadar, amn stabilit {7) penlrm 2 > 1) deci are loc -lﬁjl pentru ¢ = 1. Din
(B) gi (5) rezultd e(x) I:l 1 ] <0 e, adici parlea sLAnga a o megalitag (27,
pentrua & = 1,

. Addenda. El.-j Inezalitatea i NMepoer poate O demonstrald [Gra nii-
lizarea derivatelor, Intr-adevar, G.M a publicat o demonstralie clemenbard
a imegalitatii ¢ = 1+t Wi = —1, cu egalitate dacd si numai daci ¢t = 0
i8]} Introducind in aceastil inegalitate & = 1/x, jar apoi f = —1/{z +1) si
logaritimind se obiin parten dreapti si respectiv partea stingd a inegalitai
Ini Neper |

b Inegalitatea (3} aratéd cd diferenta (AL)(x), {x = 0) s¢ afli nu nurmai
inlre: nurmerck: sinel. posalive .1:_-%-1 g1 i: 1 chiar indre wmedia lor armonted
st geometrici lnegalilales (3] echivaleazi en nrméitoarea proprietate {"l-l]m'.'
Punctul "¢* din teorema ereglenlor finite, aplicata lonetiel f{r] = Inx, pe
intervalul [a, b © (0, oc} satisloee incgablalcs

=il

- .q.-!—i'l
vah oo o

ri)

ey

Inir-pedevir, penlro stabilicen uneia din implicaldi, 8 leam in (B a =
gl b=x+1 {{indnd seama ci (AL)(z) = ;“' se obtine [3). Deniro
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oralaltid tmpheatie, =i finem seama ci punctul "¢” are expresia ¢ = %,,
Ll Mt

i - faphe

dect incgalilalea (8] se va sorie ochivalent b < '|nll;:f|.'r1_| = %" sAn
2ib-o) - i W i : by i ;
Lol e Ink < H Impéirtind in péartile extreme nomardtorul s normi

s a
toral en o, obtinem inegalitatea 3&:” = Int < IT:‘r'l' unde am notat f 5‘% =

> 1, Notdnd £ =1 + %, cu ¢ = O, rezulta {(3), care este adevarats; deei are
low: T80,
i
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ABOUT AN INEQUALITY CONNECTED WITH THE
NUMBER "e"

Abstract. In this article we presenl a simplified prool for the following
well-known inequality:

: By T ;
; c;:e:—(l+—) i (z > 0).
¥
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