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CERCURILE EXINSCRISE UNUI PATRULATER

Ovidin POP

L. Introducere si notafii.

In acest articol vom defini notunea de cere cxinscris unui patrulater,
COTESPURERLIT umel laturiﬁa patrulaterului, determindnd in anumite condifii, razele celor
patru eereuri exinscrise. In final, articolul confine idenlitdy $i inegabitip verificare de
razele cercurilor exinscrise unwi patrulater.

In cele ce urmeazi, pentru un patrulater ABCD vom folosi urmitoarele notatii:
a, b, ¢, d - lungimile lamrilor AB, BC, CD, respectiv DA
A B C, D - masurile unphiurilor patrulaterulu ABCTY,

3 - centrul cerculun circumseris patrulaterului inscriptibil ABCD;
[ - centrul corcului inscris patrulaterulul circumscriptibil ABCTY,
I - raza cercului eircumscris patrulaterulun mscnptibil ABCD;

r - raza cercului inscris patrulaterulw circumseriptibil ABCIY,

8 - arig patrulaterulul ABCT,

P - seriperimetmil patrulatcrului ABCDY;

e, ['- lungimile dipgonalelor BDY, respectiv A0,

1, Cerc exinseris unui patrulater, Raza cerculul exinscris unni patrulater.
Definitic. Cercul tangent la o laturd a unui patrulater convex s tangent |a
prelungirile celor douwd latum  aliiturate acesteia, se numeste cercul  cxinscris
patrulaterulul convex corespunzitor laturii la care esle tangent.
Vo nota centrul si raza acestui cerc cu J, respectiv r, indexate infernor dupd
latura la care este tangent cercul exinscris,



Teorema 1. Fie patrulaterul inseeipribil ARCD, atunci
a8

={F-HJ-M+L‘J

gt analovapele,

d

Demonstratie. Distingem doud situatin corespunzitoare figurilor de mai jos.
Consideram cazul Tn care AD nu este paraleld cu BC (fig. 1) s fie AD & BC = (1),
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MNotam PA = x, PB = v 51 deoarcee patrulaterul ABCDY este inscriptibil, rezulté cf

x } i@
APAR ~ APCD. de unde PR et S
y+bh x+d ¢
© [ex—ay = ah
{1} [
1— ax + oy = ad
Din configuratia din fig, 1 rerultd ci ¢ = a.
[Yach prin ahsurd & = ¢, adundnd cevatitle din (1), obtinem ¢ 0= a(b + d), ceea ce este
[als, deci a= ¢
Ferolvind sistemul (1), se obfineg:
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de unde
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Nolimeou p' semiperimetrul trivnghivlui PDC. Avem p=

+dd)+ b+
{'ﬂ ':.} c+(5 -]'Jl .sj;l_mand,i.e.a_madclj} abtinem

2
i aelp=a)
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Tindnd seama de (5) caleulim p-c= - - ¢, deci
C—

6 f{P—r}

¢ —a

Din asemianarea triunghiunlor PAR g1 PCD reznltd cd raportul ariilor lor este eeal cu

48] fay .

patratul raportului de asemdnare, deci -j;“i; 'EJ . de unde utilizand proporyi
denivate gi faptul cd A[PC0]- A[PAB]= 8§ abtinem
(7) A[PDC] - _E8 —.
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Darr. = : » §1 tmind seama de (6) i {7} avem
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e '-“5_
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Analog, pentru calculul razei cercului exinséfis tangent laturii AB. notats r,
determinim raza cerculus inscris tnunghiului PAB, Deoarece
a’s

(9) A[PAB] =

f" —H
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MNotiind cu p" semiperimetrul triunghiului PAR, tindnd seama de (1) avem:

x IEV+R

BES

. de unde

alp—da)
c—da
A[PAR]

(1 p' =

Prin urmare 1, =

- 5l folosind relatiile {9) 51 (107 obtinem

(ol

{(p—ala+ec)
Drin {B) 51 {11} rezulla concluzia tedremei,

(L) r,=

Dacd AD gi BC sunt paralele (fig. 2) si decurece patrulaterul ‘ABCD este
insenptibil, rezultd ¢i AR = DC, adicd a = ¢. Deci patrulaterul ABCD este trapez
moscel sau dreptunghi. Atmer b fiind distanta dintre AD 51 BC, avem ci § -

b"'{-{.ﬁ' h II . L
{ J- larr, = —, decir, = —5 -, 'care se obtine din r, = - 2
2 h+d

(p—ela+c)’

considerdnd a = ¢.
T ay el
Deci formula r, = reprezintd  raza cercului  exinscris
(' —aa + &)

patrulaterului ABCD, corespunzitor laturii 4, In orice caz posibil.

3. Calenlul distantei O1,.

Teorema 2. Fie patilaterud ABCT inveriy in cercnd O, R) si eircumseris
cerewlui OfY vy o B, v, & arcele crespunzdioare laturilor AB, BC, €13, respectiv
DA Are low relagia

E + ¥ )
S 4 _ | {ah + cd Wad + be)
EIF N +e)b+ diac + bed)
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Demaonstragic.
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Deoarece a = 2R=m = h= EHSJHE.

o = ORAL 4=k
2 2

g+ f+y+8 =21, (figl), svem
ah v od
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de unde avem relapa

(13) uh--:d-m*am‘“;’sm””

2
Analog
(1) e +ibd = AR i 2P i Z¥ 9
2 2
(15) u:i+b¢1=4ﬁ"sil1rr;ﬂsmﬂgr

gl
(16) a+c=h+d =-’|u?-1‘m'nﬂ':l_:"4::::13“_'-rr
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Din relajinde (13} - (15) avemn
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3 - : 3= .

bS8 4R sin 5 5im 5 4R sin = s1n =

(aveb+dYac+bd) [ . a4y @-¢T ior . @+B. ard
4 K sm — 005 2 ’F] AR s E-——"r- sin @+
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sin bl ¢ |23111 4%.:.3 4;;*

= = 2 = o i = ’; . deunde rexulid relafia {12
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Teorema 3 (L. Carlitz), Docd ABCD este un patridafer fosoriy T ceroud CF0,
) yi cirenmycris cerculud OFF v, atunci
(b + cd ) ad + be)
{a+e)h+diac=id)

Demnonstratia se gaseste m lucrarea [1] sauw [13).

. I
(17) OF =R - 2Rr

Teorema 4 (J-B. Durrande). Docd ABCT esie un parulater Tnseris In cercul
Ao B g civcumseris cercwlui G, vl aruneld
(18} OF =B+ -1/ 4R 47

Demonstraia se gaseste in [1]. [6] sau [13].

Teorema 5 (Ovidiu Pop). Dacd ARCD evie un parulater tsoris I cevcul
OO, R) i circumseris cercudul GO rl, afundi
(18} OL'=R'~+r. [w.hm'* +r’ —r].

sy T.este cenfrad cercwlul exinveris pafradateruind ABCTY, corespiazdtor lotur ¢
Demonstragie. Fic Al [ C(0O, Ry = {A; P} PO CiOLR) ={F, Q1.
LV LDC ¥VeDC, Te(BC - (BC]. Devarece Al esle bisecloarea unghinlm 1DAB,

2DAB H
rezultd ci LS04 = = = f p i . Dar LOAP = £0D0CF 51 AT s 2DAR
£DCT

F 4

Aol CF este bisectoarea unghiwlhn DCT s

m{BOP)

de unde rezulti ¢ SDCP =

punctele 0, P 5i I, sunt colmiare. Deoarece S F0OP siZBAF = , Tezulid
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Ci KT
LVCT, = Z80PF . Din asemanarca trivnghiurilor CV1, si QBI* avemn E: L de

AT
uride

{20y Cf -BP=2rR.

Inn puterea punctulun L. fatd de cercul C{O, R) avem

(2n r.C.IP=0I°-R'

[2in relatiile (223 51 {23) ahtinem

: Y BP
25 e R~y " =R,

s
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In trivnghiul DCL, avem CV = rcte a DY = r.a:tg’f—dl- - Dar DC = CV + D

gl inlecnind, oblinem relatia

cos L%
(23) DC=r,. 4 =
4 4
g+y
: Z . _ mlsPOC) r- 2 y-8 :
Intrucdl  m{SPDC) = —= > = z == Tk m triunghiul DPC, din
: ; P oo
teorema sinusului avem — = — . de unde
sl SPDC) sinl ZDPC)
sin e
(24) PC=DC-——2
sin—

= S r

In triunghiul DCL, sing ZDCT ) = f'_; . de unde
it 5

v

(253 CT, = ?
4

3In =

Deoarece PL = Cl — PC, din relafitle (23} - (25, avem
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In wimghiul BPC, din teorema sinuselut  avem ci T 5 ey r—
5 sin{ 2 BCP) sin( #PRC)

Tingnd scama de expresia unghmirilor, de (25) 51 (26), obfinem
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(27) BP=r . 4 Din(22), (26) si (27) avem
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Doiey (1770 51 {18} avem
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‘I,' (a+ el +d Yac + bd ) 2R '

B0



Don {12}, {28) 51 {29} obtinem re lafia din Teorema 5.

4. Identitifi cn razele cercorilor exinscrise.
Teorema 6. Dacd ABCD exte putrulater inscriptibil §i circumseriofibil, atune
e, by oo, siR raddcinile ecugfied

(30 x*-2px’ 4 an +2r" 4 2ryfdR 147 )l!r" - Irp( 4R + 5% r}(-rr:p" =11,
Demonstralia s gisesle in lncrarea [17].
Teorema 7. Dacd ABCI este patrulaier inseriptibil 51 civeumseripribil, amei
iy

(31} 1, =3
e

s
.
#1 analoagele, iar ry, v, v, ro sunt ridacinile ecuarie

(33) a7 )y [;f‘ +2r} — AR 1 7 |5t -
ks A

A
. EFJI‘.?‘.IIE-R! =t —r]}: +r'=0,
b r

Demonstratie. Relatia (31) rezulia din Teorema L, tndnd seama cia+ ¢ = e

(32 r+r=

S=mpsip-a=c Avemr, +r= L 4 r=ﬂiﬂ=£,adicﬁ (32).
o c &

Dyin refatia (32) avem ¢ = 51 findind seama cd ¢ este ridicing 3 ecuatici {30,

L
3 P‘i‘

ihlocuind §i efectufind calculele, obtinem ca r, verifich ecuntia {33).
Analog se demonstrears relatnle corespunzatoars pentru T, I, T,
Teorcma 8. fntr-un patrulater ARCD, smseripiibil §i civcumseriptibil, gvem:

(4) Yr =2War" 417 -4
(35) Z.rua"ﬂ = pt 2 AR 1T
(36) Erﬁrbr{ = 2;1{-..'4_33 J_F.};
(37, nrrrs =1,

(3H) Z_r;: —16R? - EF? 1"4?"! :

g9 YL _2har’ i ~r)
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r
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—-

(40) E I _r +2r —drydR" +r° .

4
Fota ¥

Demaonstratic. Relatiile sunt imediate utihzind Teorema 7.
Observatie. Folosind Teoremele 7 51 8 se pot objing i alte identitag.

5. Inegalitith co razele cercurilor exinscrise.
Teorema 9 (L. Fejes Tath), Intrun patrulaier ABCD, lnscriptibil gi
cireumseriptihil are fne imegalilalen
(41) R2ry2,
on egralitate docd g numai dacd ABCD esie pdveatl,
Demonstratia 3¢ ghseste n luoranle [L4] saw [16].
Teorema W, Fie un pairuluter ABCD, inscripribil §i circumscriptibil, alunc

[ —
42y 2 -qzr[;u"ﬁ* +rliorlsp.
Ducii R = vo2 anmei ARCD este padtrai, cele doud cercari OfQ, R 5i T 1)

sunt comcentrice s epalifaten ave loc, Dacd B+ r-."lI alunci egalitaiea ave loc dacd
wi numai ducd ABCD este rrapez isoscel.

(43) p<v4AR +F +r.
FEigalitaten ure loc dacd g numai daca ABCD este un patrulater ortodiagonal.

{44} 2. 1,|'Er'|:1'41€1 +7 —?'_:I{pﬂ*-.'lﬂlﬂ' +rt +r,

Dacd B = r+'2 au loc simultan egalititile i in acest caz ABCD este pdtral.

Dach B 2 r+2 atunci cel pugin o incgalitate este siricld.
Demonstrafia s¢ giseste n luerarile [14], [16].

Teorema 11. Fie patrulaterul ABCD inscriptibil §i circumseriptibil. Afunci au
loe inegalitatile:

(45) 4r=¥r, <3RV2-2r:
(461 o' = EP{E 4R+ - 3:-}5 E"'u"'u 5’2(2}21 PR TR, ) ]5
<2[3R? - rfaR? 417 )
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'[4'SIP i'.1'|||',\_.|'_1£:£4 X

t JLM_ ~rfaR j 3631 = <alar? 4 5r? “arfar’ + _]
30 — 5 2{2‘"'4’* #r w3 ] md 2 '1[1R3 + 2 —J..w'ld_:’ 4-i]
a F r'.n'-r-r'l r

Demonstratie. Din Teoremele 8, % 3 10 rezultd Teorema 11,
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CIRCLES ESCRIBABLE TO A QUADRILATERAL

Abstract. 'In this article we will define the nolion of cirele’ esertbable to 3
fquadrilateral correspondmg to w side of the quadrlateral.

Then, in some conditions, the escribable circle's radius will be determined.

In the end, the article contains identities and inequalitiea checked by the
cirele” s radius escribahle to a quadrilateral,
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