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PROPRIETATI REMARCARILE ALE UNUI PATRULATER
DEMONSTRATE CU AJUTORUL NUMERELOR COMPLEXE

Traian TAMILAN

Punciul de pormire al acestui articol il constituie o problemd duta la
admitere in feultin in anul 1988, Accasta are urmitorul enung:
B¢ considerd un patrulater convex ABCD. Pe latura [AB] se iau

punctele A, $i4, astfel meat{A4d)=(4 4} = (4.8), ar pe [CI] se 1au punctele
C,5iC, astfel  Inct  (CC)=(CC)=(C0). 54 s © amte ol

artia| A ACC 1= —:: arfa| ABCD]

() solutie pe cale geometricd a acestei probleme este dati in [1] la pag, 39,

Scopul articoluln de fald este de a gencrabiza aceastd problemd g de &
pune in eviden(d Tn aceat contexl un patrulater in care vom stabill citeva propmietit
interesante demonstrate cu ajulorul mumerclor complexe.

o cele e urmeazi considerfm un patrulater convex ABCTH in cere pe lalurile

[AB].[BC].LCD).[DA] se iau respectiv punciele A, B,.C,. D, (i=12n),
astfel  incal  (Ad)=(Ad)=..=({4, B}y, (BR)=(88)=_=(8 ).
(CC)=(CC)=..=(Cy, D), (DDY=(DD)=..=(D,A). Dreptele
AC s A,C, se intersecieazd cu dreptele B0, 5 B 0 in punctele
M N, P.Q formand patrulaterul MNP | ca in Gigura urmdtoare:
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Cieneralizares prohleme miale este datd de wrmitoares propozife:
Propozitia 1. Pentru orice = | are loc egalitates:
aria[d A C = l = arie [ABCD]
m+1
Demanstearic e eunoaste urmitorul resuliat:
wDach 2, Spaen Tosunt afele virfunilor unyg poligon plan COMYEX, Orientzt
direct, alunei aria sa & cste dath de formalg:
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Demonstratia pentru acest rezultat este dald in {2] 1a paginm .

Pentru a demonstra Propoaitia | consideram yn sistem de axe cu originea in () &l

notdm cu litere mic corespunzitoare afixele punctelor considers ke, 3¢ cunoagte o
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Cu aceste relafi avem S = EIITII:-:T..H.:H 4t gatCy + Culir) + Cxnile) =
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Am tolosit faptul ca din
b+ ab = |.:I + f‘.l| —I[lf.rr + |h{' } e R rezulti ci I.111|';|f:I - .:EE} =,
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Observatie. Pentru s = [ se obfme problema initiali.
Urmatvarele propozitii vor pune in cvidentd céteva proprictdh mteresante ale
patrulaterului astfel obfinut MNMNPO
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Propozitia 2. Peniru orice 1 =1 are loe refajia:
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Vom demonstra ¢ D, . M, si B, sunt caliniare,
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colimure, adicd M, e 4,.C 8.0, . Rezulti cd M| coincide cu M. Atunci din
(97 51 (1) rezulta:
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Cum punetul M nu prewined nici o particularitate, prin permutiiri circulare abfinem:
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_ind I b+ in" = ndet a)+ wd
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Seriind analoagele pentru (13) avem:
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Relatia (13 si ultima egalitate din (1B) reprezintd chiar analoagele relatiilor (*) si
(**) gerise penmtru patrulaterul A4 C O g conform  demonstrabier de la

n="n+l
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Propnzna | rezlta ca
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Propozitia 3. Patrdaterel MNPQ are acelagi centri de wrewlate ca 5

parrlaterul ABCD
Demonstrafie. Dacd (G, G sunt centrele de preutate ale patrulaterulu

MNPO respectiv ABCL avem:
ment+ptg (R 40t +md)-240
4 ' 4(2n =17

si deci rerulti ed G 51 @ comeid.
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Propozitia 4 Dacd FPugq i FPigen  sunt perimetrele  patrulaierelor
MNPQ 5i respectiv. ABCI) arfupci:

Fuveo' = 53 l—]Pﬂm. cat expaditerte dacd 37 pumal daed ABCD este paralelogram.
o+
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de unde rexulta . *_?M—HBE (1%
- R |
cu egalitate dach i numai dack A0 || BC
Prin permutin circulare oblmerm
B D, = (AR =m0 5

In+l
¢u egalitate d.d 48 hCD
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A B+ nAD

Cody = = {21
2n+1
cu cgalitate d.d. 4D (| B,
A
DB A+ DED + nAdB 22

Eﬂ.—]

cu cgalitate d.d. A5 || C6r.

Din {19} 51 (2 rezultd 4O +C 4, | < B+ AD, cu epalitate d.d. 4D | B .
Dhn (200 51 (22 rezulta B0 + 108, = AR+ CD |, cu epalitate d.d. AR CIY,

rin ultimele doud relam nbpncm
RO+

Folosind (13) si (18) reznlti
' AM o a2 By oM "I-.quz —{AM ""':1-,-1;:E_}=

ACw AC, 2+l AC, AL

vt AR

n+l 2+l

de unde rezultd 4, C, | =(2r + 1OM

flanaloagele B0 =(2n+ DMN , C 4 =(2n+ DNP, D B ={2n 4 Pg.

1

=1

BC|AD g1 AB| €D, cind ABCD este un paralelogram.

In incheiere propun cititorulu s demonstreze Propozitia | pe cale peometricd.
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Cu acestea din (23) oblinem By, < P g - cu egalitate daci i numai daca
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REMARKABLE PROFERTIES OF QUADRILATERALS PROVED WITH
THE HELF OF COMPLEX NUMBERS

Abstract. In lhis article some of the remarkable properties of quadrilaterals
are enunciated and proved with the help of complex mimbers.
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