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A semis aceastd lucrare pormind de la numeroasele probleme de Beomelria
trapezului intdlnite in culegerile de probleme seu propuse la concursurile geolare, Mai
precis incercAm sd dam condilii necesare s suficiente o un trapez s facd parte din
doud din' clasele de trapere particulare: rapez isoscel (sau mecriptibil), waper
dreprunghic, trapez orodiagonal i trapes circurnseriptibil. Vom: observa &8 in toate
cazurile, indltmes este o medic intré hare,

1. Introducere

Reamintin urmitoarele proprietas:

Proprietatea 1 {Teorema lui Pithot). Un pairulater cste iseripiieg dacd
il diecd suma fafeeilor apese eete acesagl (AB+CD=BCLAN);

Proprietatea 2 (Teorema lui Prolemen). Un patrilarer comer ABCT svie
ESCHpit dacd 3¢ mumal daed AB-CD=AB-CDERO-AD-

Proprietatea 3. Un patrulater convex ARCD esle ormtodiagonal dacd g1 nmumai
daci AR LCTF=RCH AR,

Proprietatea 4. Int-un tapes, paralels la bace, dusa prin  intersectia
diagonalelor este egald cu media armonics a bazelor;

Proprietatea 5. Paralela 1o barele unui wapez care-l imparte in doud trapere
cchivalente este media patratic a baselor,

Proprictatea & Parslcla la hazele unui trapez, care-] imparte in doud (rapeze
asemenss este media geometnicd a buzelor,

PFroprietatea 7. Linia mijlocie in traper este paraleld cu hazele s cste media
aritmncticd a lor,
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2. Proprietiifi ale unor trapeze particulare

Yom ubilza urmatoarele notatic “h, B, |, LY(B-b=0) - lungimea lamrilor
trapezului, astfel:
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Dk azemenea notim:

T.D.: Muliimea traperelor dreplunghice;

T.IL: Muliimea traperelor isnsoele;

T.C.: Multimea rapezelor circumssriphbile;

T.Q.:  Multimea wapezelor ortodiagonile;

T.A.: Muljimea mapezelor in care inalfimea ¢ media antmetic a bazelor;
T.G.:  Mulfimea trapezelor in care inalfimea ¢ media peomelric a bazelos;
T.H.: Multimea trapezelor in care inalfimea e media srmonicd a bazelor;

Teorema 1. Do wn frapez este ivoscel §i orfodingonal, atunct inaitimea e
media aritmericd o bazelor,

Demonstragie. OMM=h/2, ON=-B/2 = MN={b+B}¥;

Consccinta 1. in T.L 3i T.0., linia mijlocie este egald ou inalfimes;

Consecinta 2. In T.L 51 T.O., mijloacele laturilor formeazi un patrat;

Teorcma 2 (Prima reciproca a teoremei 1), faed ABCD & T &8 inalfimea ¢
media aritmediod a bazelor, atundl ARCD este T.O,

Demonstratia 1. KIMN=P0), MOQNE paralelogram = MONT dreptunghi
ACIME, BD|NG = ACLBD
Demonstratie 2. ZAOB ascutit = OMAON=(b+B)2 {fals), § analog

G nu este oboer,

Teorema 3 ( A doua reciproch a teoremer 1), Daca ABCD ¢ T.O, §i indlpimes &
media aritmetiod a hazelor, aluncd ABCD este 11

Demonstratia 1. Demonstrim vectorial ci: M, O, N-coliniare i MNLDCS
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Demonstratia 2, h=MO+MN=(b+B2=h =MNLAR
SARBCIY rapes isosce]
b Oh, M coliniare

Tearema 4. Dacd ABCD e T.D, si T, aiunc nalfimen este media
peomelricd a hazelor.

Demonstratie. 1), AABD-ADAC > ARAD-ADDC = qed,
. Aancr=hib By 2=AC-BD2-{ [ B (k" +h)) #1372
— {h'-hB*=.

Teorema 5 (Prima reciproci a teoremed 4). Dacd ABCD e T 5 indljimes
exte medic geometricd a buzelor, arunci este T.O.

Demonstratic. hWBebh = AADE-ADCA = JAQOB=LDCA > AC LBy

Teorema & (A doua reciprocd reoremer 4). Daed ABCD ¢ T3, 3 indliimea ¢
media peometFicd o hazelor, aiuncl ABCEY exte TN

Demonstratie. ABCDeT.0, = b+R=I417 = B'+b'=bB+a’+~bB+{B-h-uf
= afa-B+h=0 — a=0 sau a=B-b, unde a=07T, deci trapezul aparfine T.10.;

Teorema 7. Maed ABCD e 1.1 si TG, alunct frdifimes 'este . media
geametricd o bazelor,

Demonstratia 1. Se aplich teorema indlgmi in AAQ'D, unde O este corcul
centrulur cirelmseris;

Demonstrafia 2. Se aplicd teorema lu Pitagora in AATDT;

Teorema 8, Dacd ARCD ¢ T.L si indifimen este media geomednicd o bazelor,
FRTERE ST I
Demonstratie. Se aplich lecrema lui Pitagora in AADT $i leorerna lui Pithos:

Teorema 9. Dacd ARCD & TLC @ indliimena este media geomerriced a bazelor
arupet exte T

Demonstragie. Notim AlM=x, BD=y; s aplich tearema indlfmm in AAQ'D 5
in ABO'C, far din sisterul obtinut: Bb=4xy, bB=d{b-x)(B-y} = x=h/2, =B/, devi
trapeicul este isoscel, unde O este centrul cercului cirenmseris,

Teorema 10, Daed ARCD ¢ T.D. & T.C. wunci inalfimea este media
airmeied o Baoeior,
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Demonstratia 1. Dacd mi A", BC-B-b-h si SC-B-b din teorema [w
Pitagora in ABSC =+ h et media armonicd a barelor

Demonstratia 2. [eorema indlfmn in ABO'C, stimd cd r=h2, BR=h-h/2,
CHE=B-h2, unde 00" este centrul cerculur cireumserts si B=Prg~0°,

Consecinga 1. Dacd ABCD e T.IL 51 T.C., amne indlfimea cste comgrucnti
cu paralela dusd Ta haze prin intersectia diagonalclor;

Teorema 11, faed ASCTY ¢ TIL 5i inddgimes eefe meglila armonicd o aselor,
ateney ete 1.0

Demonstratie. Sc aplin::h tenrema I Pitagora in ABSC 51 worema lui Prthed,
unde mif -~ A )1=H1";

Teorema 12. Dacd ARCD e 100 57 inaltimen este madia armonicd @ bazelor
aiened evte UL

Demonstratie. Notim AM=x; se aplicd teorema indltimn . AAQTD 30 In
ABOYC, sar dimggstemul obtinut: [Hi:--"fH+h}'|:=x:.-': [Bh(B+h]* = (b2 H=v) =
— x= Bh/(B+h) sau x= h*{B+h} deci raperul este dreptunghic, unde € este centrul
cercihn ircumseris,

Propunem urmitosrele probleme, core se recolvi wsor folosind teoremele
enuntate:

Problema 1. ABCD aparfine T.ID. int. ToCL, OF paralela cu DO, F apartine
BC 51 aria AFD este 8, calculapn AD.

Indicatic. Conform TI10, AD este mesdia armonicd a hazelor 510 folosim
proprictates 4 rerulti AD=4.

Problema 2. ABCITY apartine TUIX nt. T, media geometricd a bazclor ¢ 6,
allat aria lui ABCT,

Tndicate, Folosit TI0

Problema 3. ABCI) traper, b=AR=3, CI>=7, AD=BC=10, =42, Calculan
masura unghoebo AT,

Indicatie. Folosih T 12,

Problema 4. ABCI apartine T.L mtersectat co T.C. 5i haza mare cste
diamerrul cercului circumseriz, Atlati raportul bazelor.

Indicatie. Folosim T 7 3 teorema hn Pitagora in mmunghiula MOB, unde €}
gste central corculur circumscris,

Problema 5. ABCD trapez. b=3. B=20, h=6, AD=10, 5 este proicctia lui A pe
DT Avatagi cd AC 50 SB sunt perpendiculare.

Indicafie. Observam ci AS ¢ media geomeltrica a lu AD 51 5C @ folosim T5;

Teorema 13, Sipwvoed poirwfoter eorfodioronal ¥ circusmyeripeibl e
Jarrulaterad Zmew.
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Consecinga 1. Nu existh rapeze ortodiagonale g1 circumseriptibile.
Consceinta 2. Singuril patrulater ortodiagonal circumscriptil g1 inseriphibil
este paetrulaterul zmeu cu unghiurile congruente drepte (caz particular: patratul)
Ovbservatia 1. N existd irapes dreptunghic §i mscriptital {isoscell.
In concluzie:
TANTC=TG
TDATC=TH
THTOCTG
TIATOSTA
TOATC=0
ThrTI=E

fn fapt. teoremele enunfate pol constitui probleme pentru clasele VII-X, ca
aplicatii la diferite capitole ale cumrienlum-nhe: medii celewl algebric, operalii cu
radicali, relalii metrice, arii sau vecton, produs sealar, patrulatere mscriptibile si
cireumscriptibile,

Am prezental in ficcare din cele 4 carun o cateva exemple de probleme
dificile, c& se reznlva folosind teoremele enuntate. Menfiondm, ca un exemplu in
sprijinul rerzultatelor leoretice prezentate, cd problemma urmitoare de la faza nationald
0] clasa a 7-a are o solutie relativ simpla dacd se cautd ubjinerca unui trapez din
mlersecpa a doua clase de rapeze!

Problema ON 2001: ABCD trapez dreptunghic, AB baza mare. mi 2 A=90,
ADSCTLAC gi O se intersecteazd in O Paralels prin € Ja AR intersecteazd A1) in C
si BE mersectenzi CD in T, Demonswati ca CE LAF ‘dach g1 numai dacd
AR CD=ATY-CD? (a se vedea G.M,5-6/2001 pentru altd solutie).

Inegalitatea mediilor. in final iath o demonstratic mieresantd a megalitim
mediilor pentry 2 numere poritive a=0, b={:

min{ab} < media armonicl < media geometricd < medu arftmetica = media patratich <
< max{a,h)

Se alege mrapezul dreptunghic ABCD cu mi < A)=mi =00, M mylocul lui

AD, AB=a,CD=h (a<h), ACLRD. Avem megalititile evidente:
AR=a<FF=20F<20M=AD=T1V=MMN=5T=(l =h
unde EF (paraleld la AB, prin O cste media armonicd @ bazelor a, b; AD este media
peometric a hazelor {conform cu Proprietatea 43 linia mijlocie MN este media
aritrelicd a bazelors UV este paralcla la baze care imparte rapezul in doud trapeze
asemenes: MN esle paralela la baze care imparte trapezul in doud figuri echivalente.
111



FUNS " '€
T
——
\ % .
! "4
Mx

A EVMT n

RBibliografie

Matemaiicd, manual pentru clase o FX-a de licen gt amul T ficee de ypecialitare,
partea @ il-a Geometrie, EDP, Bucurest, 1069

Angnstin Coja, M. Radoi, M. Raduuu, FI, Vornicescu, Matematicd. Geomerrie e
trigonomeirie, Manual pentru clasa @ IX-a, EDP Bugcurest, 1981

ON SOME FPROPERTIES OF SPECIAL TRAPEZOIDS

Abstract. In this note we study interesting propertics in special frapezoids. Then
we present some applicalions.
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